Matek kidolgozás VI.

Integrálszámítás

Def.: (f(x)dx = F(x)+c

Tulajdonságok:


- (k * f(x)dx = k * (f(x)dx

- ((f(x) + g(x) dx = (f(x) dx + ( g(x) dx

Integrálási módszerek:

1. Parciális integrálás

(f’(x) * g (x)dx = f(x)*g(x) - (f(x) * g’(x)dx

Pl: (x*sinxdx = x*(-cosx)- ( -cosxdx = -x*cosx+(cosxdx = -xcosx+sinx+c

2. Az (f(ax+b)dx alakú integrál

(f(ax+b)dx =
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Pl: 
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3. Az (fn(x) * f’(x) alak

(fn(x) * f’(x) dx = 
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Pl: 
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4. Az n=-14 eset
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Pl: 
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5. Helyettesítéses integrálás

Tétel: Legyen f függvény az [a,b] zárt intervallumon folytonos. Vegyük „u” függvényt, amely vagy szigorúan növekvő, v. szigorúan csökkenő egy [(,(] zárt intervallumon. Tegyük fel, hogy  u folytonos [(,(] zárt intervallumon, valamint az eredeti függvény [a,b] intervallumán.

a(u’(t)(b

Ekkor x=u(t) ( dx = u’(t) * dt helyettesítéssel

(dx = (f(u(t)) * u’(t) * dt  ( Szabály

Pl: 
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Sinx = t  /()’

Cosxdx = 1 dt

Racionális törtfüggvények integrálása

1. Polinomosztás

Def: 
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 racionális törtfüggvény, ha p(x) és q(x) is n-edik fokú polinom 
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Def: A fokszám jelenti a legnagyobb kitevőjű előfordulást.

Pl: 
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P(f)=4 
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q(f)=7

Tétel: az 
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 racionális törtfüggvényt akkor integrálhatom, ha q(x) fokszáma nagyobb, mint p(x) fokszáma. Különben polinom osztást kell végezni. 

Pl: 
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Racionális Törtfüggvény integrálásakor:

-racionális egészet Pl: 
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-racionális törtet

-arc tg függvényt

-logaritmus függvényt pl: 
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2. Parciális törtekre való bontás
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 ahol p(x) fokszáma kisebb q(x) fokszámánál, nem kell polinom osztást végezni. 

Tétel: Minden n-ed fokú polinom (n>2) felbontható legfeljebb másodfokú polinomok szorzatára.

Általános alakja:
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3. Speciális típusok

a) 
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b) 
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c) 
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 EMBED Equation.3  [image: image30.wmf]dx
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Ezek után a 
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Határozott integrálás

Def. Legyen f függvény az [a,b] intervallumon korlátos. Osszuk fel [a,b]-t „n” részre, úgy hogy : a<x0<x1<x2<x3…<xr<…xn-1<xn-1<xn=b és legyen  sn a beírt téglalapok területének összege. Legyen(k egy részintervallum tetszőleges pontja. 

(k ( [xk-1,xk] ahol k=1.2…,n. A beírt téglalapok területének összege: 

sn=f((1)(x1-x0)+f((2)(xk-x1)+…+f((k)(xk-xk-1)+f((n)(xn-xn-1) 

Ha a n(( és lim sn = lim Sn, akkor azt mondjuk, hogy az f függvény [a,b] intervallumon Riemann szerint integrálható. Ezt a közös határértéket az f függvény [a,b] intervallumra vonatkozó határozott integráljának nevezem. 

Jele: 
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A határozott integrál végeredménye mindig egy szám. Ez a szám megadja a függvény görbe és az x tengely közötti terület eljeles mérőszámát. 

Newton-Leibnitz szabály:
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=F(b)-F(a), ahol (F(x))’=f(x)

(f(x)dx=F(x)


[image: image37.wmf]ò

b

a

dx

x

f

)

(

=
[image: image38.wmf][

]

)

(

)

(

)

(

a

F

b

F

x

F

b

a

-

=

  /feladatban szokásos/

Pl: 
[image: image39.wmf]3

1

0

3

1

3

1

0

3

1

0

2

=

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

ò

x

dx

x


A határozatlan integrálnál használatos C konstans itt nem kell, mert:
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A határozott integrál tulajdonságai: 

A/ A konstans szorzó kiemelhető az integráljel elé.

Pl: 
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B/ Összeg és különbség külön-külön is integrálható.

Pl: 
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C/ Ha a=b, akkor a határozott integrál értéke nulla.

Pl: 
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D/ Ha az f függvény [a,b] intervallumon negatív értékű, akkor a határozott integrál értéke, azaz a terület mérőszáma negatív. Ha az f függvény [a,b] intervallumon előjelet vált, akkor a határozott integrál az előjeles területek összege lesz.

E/ Ha a<b<c és f függvény integrálható [a,c]-n, akkor integrálható lesz [a,b]-n és [b,c]-n is. Azaz: 
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1. Parciális integrálás:
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Pl: 
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2. Helyettesítéses integrálás

Tétel: 
[image: image49.wmf]ò
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Megj. Megtehetem, hogy az f(x) függvényt helyettesítéses integrálás helyett határozatlanul integrálom, és visszahelyettesítés után alkalmazoma Newton-Leibnitz tételt. Ekkor a határokat nem kell megváltoztatni.
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X=1 ->t=7




X=2 ->t=10

Felhasználási területek

1. Területszámítás

2. Ívhossz számítás

Def: Ha az A és B pontok által határolt ívre írható törött vonalaknak van felső határa, akkor a vonaldarabokat rektifikálhatónak nevezem, és az ív hossza a felsőhatárral azonos.

Tétel: Ha egy y=f(x) függvény az [a,b] intervallumon folytonos és differenciálható, és deriváltja korlátos, akkor az f(a) és f(b) érték közé eső ívhossz kiszámítási módja:

S= 
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3. Térfogatszámítás

Tétel: Ha egy test valamely y=f(x) függvény görbe x tengely körüli megforgatásával keletkezik, azaz forgástest, akkor a függvény görbe x1 és x2 pontok közé eső részének térfogata: 

Vx= 
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Póttétel: Ha az y=f(x) függvény görbéjét az y tengely körül forgatjuk meg, akkor a keletkezett forgástest y1 és y2 ordinátájú pontok közé eső részének térfogata:

Vy= 
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Ahol x=x(y) függvény az y=f(x) inverze.

4. Felszínszámítás

5. Improprius integrál

Megjegyzés: A határozott integrált csak korlátos függvényekre és véges integrációs intervallum esetén értelmezzük. Viszont a határozott integrálás kiterjeszthető olyan függvényekre, melyekre ez nem áll fenn. 

Def: Ha az integrációs intervallum végtelen, vagy az integrálandó függvény nem korlátos, vagy mindkét eset fennáll, akkor impropirus integrálról beszélünk. 

I. Végtelen integrálási intervallum.

Tétel: Legyen f(x) függvény minden B>a –ra az [a,B] intervallumon integrálható. 

Ha a 
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 határérték létezik és véges, amit úgy is mondhatunk, hogy az integrál konvergens, akkor az [a,(] intervallumbeli impropirus integrál def. Szerint a fenti határértékkel legyen egyenlő.
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Póttétel: Hasonlóképpen, ha [-(,a] intervallumon integrálom a függvényt, akkor: 
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Megj: Ha a függvénynek [-(,(] intervallumon veszem az integrálját, akor:
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II. Nem korlátos függvények impropirus integrálja

Tétel: legyen f(x) függvény az [a,b-(] intervallumon integrálható és legyen f(x) „b”-ben nem korlátos. Ha létezik és véges a következő határérték:
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akkor az f(x) az [a,b-(]-n impropirusan integrálható és 
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Póttétel: legyen f(x) függvény az [a+(,b]-n integrálható és legyen f(x) „a”-ban nem korlátos. Ha létezik és véges a következő határérték:
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akkor f(x) [a+(,b]-n impropirusan integrálható és 
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Megjegyzés: Ha f(x) sem „a” ban , sem „b” ben nem korlátos és [a+(1,b-(2]-n integrálható, akkor 
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Matek kidolgozás VII.

Többváltozós függvények

I. Kétváltozós függvények

Def: Egy függvény kétváltozós, ha értelmezési tartománya a valós számsíknak azaz R2-nek részhalmaza, értékkészlete pedig R részhalmaz.

Jelölés: f: (x,y) -> f(x,y)

Szemléltetésük: derékszögű koordináta rendszerben, ami térbeli, azaz 3 egymásra merőleges tengely alkot. Ezek a tengelyek jobbkézszabály szerint helyezkednek el. 

Értelmezési tartományuk: Ugyan az, mint az egyváltozós függvényeké, a kizárások, kikötések, feltételek alapján.

Szemléltetésük

Def: az F: (x,y) -> f(x,y) kétváltozós függvény grafikonja a háromdimenziós térben a  P=((x,y,z) ( R3 I z=f(x,y),(x,y) ( R2( halmaz.

Megj: A kétváltozós függvény pontjai általában felületet alkotnak. Kétváltozós függvény esetén a hiányzó változó mentén elcsúsztatjuk a függvénygörbét.

 II.Nevezetes felületek a térben

Egyenes: ax+by=c

Kör: (x-u)2+(y-v)2=r2
Parabola: y=x2

Ellipszis: 
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Hiperbola: 
[image: image65.wmf]1
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Konkrét felületek

1. A sík


Ax+by+cz+d=0

2. A gömb
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3. Ellipszoid
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4. Hiperboloidok
a) Egyköpenyű hiperboloid
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b) Kétköpenyű hiperboloid
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5. Paraboloidok

a) Elliptikus paraboloid
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b) Hiperbolikus paraboloid
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6. Elfajuló másodrendű felületek

a) Másodrendű kúp
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b) Elliptikus henger
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c) Parabolikus henger




Y2=2px


d) Hiperbolikus henger
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e) Metsző síkpár
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f) Párhuzamos síkpár
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Kétváltozós függvény határértéke

Az F(x) kétváltozós függvénynek P0(x0,y0)-ban határértéke van, és ez az „A” szám. Ha akármilyen pozitív (-hoz ((>0) van olyan ( ((>0), hogy (f(x,y)-A(<(. Ha a P0 pont a P(x,y) környezetében van.

Jele: 
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A neve kettős, vagy totális határérték.

Iterált határérték

Megkülönböztetve a kettős határértéktől, hogy a határértékek egymás utáni vizsgálatát iterált határértéknek nevezzük.

Jele: 
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Kétváltozós függvény deriválása

Def: Egy kétváltozós függvény (f(x,y)) egyik változója szerinti differenciál hányadosát, vagy deriváltját parciális deriváltnak nevezzük. A második változó konstansnak tekinthető. Kétváltozós függvénynek 2db első deriváltja létezik.

Jele: f(x,y)
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Pl: f(x,y)=x3+y3-3xy


F’x=3x2+0-3y*1=3x2-3y


F’y=0+3y2-3x*1=3y2-3x

Def: az elsőrendű parciális deriváltak is deriválhatók: másodrendű parciális deriváltat kapunk.

Jele: 
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Kétváltozós függvények szélsőértéke

Def: az f(x,y)- nak lokális maximuma van P0-ban, ha van P0-nak olyan környezete, amelyben f(P0)-nák kisebb /nagyobb/ értékek nincsenek.

Tétel /szüks. feltétel/: f(x,y)-nak ott lehet szélsőértéke, ahol f’x=0 és f’y=0 egyenletrendszer megoldható.

Tétel /elégséges feltétel/: Ha f”xx*f”yy-(f”xy)2>0 egy adott p0(x0,y0) esetén, akkor P0-ban szélsőérték van.

Kiegészítés: f”xx(P0) > 0 minimum



  f”yy(P0) < 0  maximum

Matek kidolgozás VIII.

Differenciálegyenletek

Def: Ha a differenciál egyenletben egyetlen független változó szerepel, akkor így hívják őt.

Megj: Ha több független változó szerepel, akkor a deriváltak csak parciális deriváltak lehetnek, igy parciális differenciál egyenletnek nevezzük az ilyent.

Felhasználás: Geometriai, fizikai, kémiai, gazdasági problémák ahol valamilyen kapcsolat van egy függvény és deriváltja között.

Differenciál egyenletek osztályozása

1. Rendje szerint: az egyenletben szereplő legmagasabb fokú derivált határozza meg.

Pl: y”=sinx ->másodrendű


Y”-y”-2y’+y=sinx  ->harmadrendű


2y’=x -> elsőrendű

2. Linearitás szerint: ha az egyenletben a függvény és deriváltja legfeljebb az első hatványon szerepel, és szorzatuk sem fordul elő.

3. Együttható szerint: -állandó együtthatós

                                    -függvény együtthatós

4. Homogenitás szerint: -homogén

   -inhomogén

Kezdeti érték probléma

Def. Egy n-ed rendű diff.egyenlet paraméterek nélküli partikuláris megoldásához n db pont(P0(x0,y0)) megadása szükséges.

Differenciál egyenlet megoldása

Def. Ha n-ed rendű de megoldása pontosan n db független paramétert tartalmaz, akkor nevezzük így: ált. megoldás

Def. Ha n-ed rendű de megoldása n-1 db független paramétert tartalmaz, akkor nevezzük partikuláris megoldásnak.

Elsőrendű y-ban elsőfokú differenciál egyenletek.

1. Explicit alakúak

2. Szétválasztható változójúak

3. Az y’ = f(ax+by+c) alakúak
4. Elsőrendű, inhomogén egyenletek. Az állandó variálása.
Másodrendű differenciálegyenletek
a) Hiányos másodrendű differenciálegyenletek





() Az y’’ = f(x) alakú




( Az F(x, y’, y’’) alakú

b) Állandó együtthatós, homogén másodrendű differenciálegyenletek

„a” tényezős szorzat





„c” tényezős szorzat





„d” tényezős szorzat
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