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Bevezetés

1 Bevezetés

Hova tettem a kulcsaim? Hanyadik emeleten laksz? Mekkorat, nétt a
gyerek? Melyik busz visz a F6térre? Messze van még a muzeum?
Milyen hosszU volt ez a séta, pedig csak két orat tartott? Hany liter
benzint tankoltal? Mikor és hol taldlkozunk? Csak néhdny kiragadott
kérdés a mindennapjainkbél, amelyekre tobbé-kevésbé adunk
pontos valaszt. Akar igy, kar Ugy a félreértések legtdbbszor bajokhoz,
problémakhoz, sokszor tragédiakhoz vezetnek — szinte csupa ilyenbdl
all az életiink. Pedig!

Csak keveset kell tennink, hogy az ilyen értelmd félreértéseket
csokkentstk, minimalizaljuk! Ha megfigyeljik kérdéseinket és a
valaszokat, azt taldljuk, hogy vannak kozos részei: mindegyikben
egyarant megtaldlhaté egy alappont és valamilyen mérték.

Az alappont az a kiinduld hely, amelyhez viszonyitva egy-egy mérték —
tavolsdg, magassdg, valamilyen mennyiség — megaddsdval
hatdrozzuk meg a szdban forgo dolog helyét, idejét.

Ebben a tanulmanyban a dolgok helyével foglalkozunk, az id6
kérdésével az ugyanett8l a szerz6tél szarmazd, Az idé nyomdban
cim(, konyv foglalkozik.

Nyilvanvald tehat, hogy szlkséglink van egy olyan rendszerre, amivel
a valaszok — a dolgok helye — egyértelm(en és pontosan megadhatdk
lesznek. Vagyis elkerilhetjik evvel, ha nem is mindorokké, de
legaldbb csokkenthetjik a minden bajok okozojat, a félreértést, azt,
hogy a dolgokat nem ugyanugy értelmezzik, ahogy a masik fél.

Kivald példa egy ilyen rendszerre a XX. szdzadi Budapesten él6k
szamara ismert kifejezés a ,hétre ma varom a Nemzetinél” mogott
taldlhato ismeret, rendszer. Az idépontot tekintve egyértelm(, hogy
az esti 6rardl van szo, mivel a pesti ember reggel 7-kor még csak
ébredezik. Az id6 pontossagat a varosban szerte — a Nemzetinél is —
taldlhato, hirdetd oszlopok tetején elhelyezett, villanydra adta. A hely
a — 70-es években teljesen jo allapota ellenére lebontott — Nemzeti
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Bevezetés

akkor A hozzaveszi, hogy B délre van és igy, helyesen, a C varosba jut.
Ugyanez torténik a masik félnél is, ahogy az dbra jobb oldalan l1atjuk.

A tér-id6 szemlélet megértése.

1884-ben mar masodik kiaddsban jelent meg Dr. E. Abott Sikfold
cimd kényve, szellemi jatéka, amelyben sikban él§ értelmes |ényeket
abrazol, akik nem érzékelnek semmit ezen a két-dimenzion kivil és
nem tudnak lejonni arrél a felszinrél, s6t nincsenek is tudataban

barmi masrél.

“O day and night, but this is wondrous strange”

A ROMANCE

No Dimensions AN (\_ ~ ) oneDimenien

o OF MANY DIMENSIONS » | cosizao
By A Square \J‘fw _/_/é

Towo Dimersions (Edwin A. Abbott) . ﬁ:gg_ Three Dimensions

FLATLAND SPACELAND

“And therefore as a stranger gve it welcome.”

BASIL BLACKWELL - OXFORD

Price Seven Shillings and Stxpence net
2. abra. A Sikfold eredeti kiadasa.

Képzeljik el, irja, hogy egy gomb leszall Sikfoldre és athatol rajta.
Vajon minek fogjak ezt a jelenséget tekinteni az ottani alakosok?
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A koordindta-rendszer megalkotdsa

Atszdmitds a derékszégl és a poldr koordindtdk kozott

4 P(é,xé)
vl (d.e)
I

| N
ol = x'7

11. &bra. Atszamitas

Derékszdglbdl polarba: tge = X; d=0P= X +Y2.
X
Polarbol derékszoglibe: Xx=d cosg; y=dsing.

Két pont tdvolsdga derékszégl sikkoordindta-rendszerben

Ny
P,
Y2
d
P,
Y
X
O X; X, i’

12. dbra. Ortogonalis tavolsag

Két pont tavolsdganak meghatdrozasaban most is a Pitagorasz-tétel
segit.
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Dr. Gyarmati Péter: A tér szemlélete: A dimenziok

A koordinata kulonbségek a befogok - (Xz_x1) éS(yz—yl) - a

tavolsag az atfogd, tehat derékszogl haromszoget alkotnak, igy a
Pitagorasz-tétel alkalmazasaval:

d=RP, = (% =% ) +(v,— )’ = A +Ay" .

Gyakran hasznaljuk a tavolsag négyzet kifejezést: d? = AX? +Ay2.

Két pont tdvolsdga poldr sikkoordindta-rendszerben

A két pont tavolsdgai az origdétél — helyvektoroknak nevezzik -,
d,,d, ésakeresett d tavolsag dltaldnos hdromszoget alkot.

A P,

v

O

13. dbra. Polaris tavolsdgmérés

A koszinusz-tétel segitségével: d* =d? +d; —2d,d, cos(¢, — ¢, ).

A sz6gek, miként az abran lathatjuk, a helyvektorok hajldsszdgei, és a
kalonbségiik a d tdvolsaggal szembeni szog.

Koordindta-transzformdcié

Mindennapos fizikai gyakorlat, hogy ha egy koordinata-rendszerrél
egy masikra térlnk at, azaz ugyanazt az eseményt egy masik —
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Kiterjesztés n-dimenziora

d,,=d’+1=+n+1
Tehdt a rekurzio algebrailag:  d,.,=4/d?+1=+n+1 és

geometriailag: egy derékszogli haromszog, melynek egyik befogdja
egységnyi, a masik a korabbi tdvolsdg és az atfogd a kovetkezd
=d’+1.

Az els6 esetben ez egy egységnyi tavolsag, majd egységnyi oldalu
négyzet atldja, ezt az egységnyi éll kocka testatldja koveti és igy
tovabb — dltalanositva -, egy n-dimenzids kocka test atldja. Nevezzik
ezt hiperkockdnak!

tavolsag, a Pitagorasz-tétel segitségével: anJr:l

X
30. dbra. Kocka, hiperkocka

Kévetkezmény

Teremtettlink tehat egy olyan sok-dimenzids euklideszi teret — hiszen
nem tettink kivételt egyetlen szabaly alél sem — amely n>3
esetekben a foldi természetben nem értelmezhetd, de mégis létezik
és nagyon jol hasznalhatd. Pontosabban igy fogalmazzuk: Az n-
dimenzids, ortogondlis koordinata-rendszerlink koordinatai rendre

Xy Xy Xyeeny X, @amelyek  mindegyike egy-egy szamegyenes,

n
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A dimenzidk vildga

kozotti kapcesolatokat. Ezekrdl elég komoly ismereteink vannak ugy,
mint hit, vallas hierarchiai, hatalmi berendezkedések a torvényeikkel,
er@szakszervezeteikkel, kozigazgatasaikkal. Mivel ezek jelent8s
befolydsoldk az egyes pontokat elmozditjak a helylkrél, szandékaik
szerint rendezik azokat, vagyis az embereket. Kdvetkezésképp
megvaltoznak az emberek tobbi dimenzidbeli értékei - tomegek
fedésbe kerlilnek, s6t egy pontba tomoritlnek, mint példaul katonak,
azonos vallasuak, egy partallasdak, stb. Raaddsul ezeket rezgéseknek,
hulldmoknak tartjdk a "hozzadért6k". A hulldamok pedig korlatlanul
leirhatdak valamilyen Fourier flggvényekkel, allitjak, és akkor
elegendden sok ilyen flggvény segitségével, egy szuper-komputeren
ezek a dimenzidk feltdrulnak - a belehelyezett ember vizsgalhato:
megallapithatoak lesznek az ilyen dimenzidk szerinti allapotuk,
valtoztathatdvd, befolydsolhatéva valnak.

Vajon ezen ismérvek szerint megkllonboztethet6-e, hogy a
természet részeként |étez6, avagy természetfolotti-e az ember. Ha
nem, akkor mi értelme az egésznek?

Eddig tartott a szellem dimenzidi felvetés, szakirodalomra nem
hivatkozom, azt mindenki érdeklédése szerint maga talalja meg.

A tdrsadalmi halézatok

Meg kell jegyeznem, hogy a hélézattudomany® - tébbek kozott -
ilyen jellegd tarsadalmi haldzatokkal is foglakozik. Kozismert
tarsadalmi haldzat példdul a Facebook, amely ugyan eléggé egylgyd,
mégis elég sok dimenzids, mivel megismerhetjik benne egyes
személyek mas-mas szempontu tulajdonsagait, vagy megtalalhatok
benne a tagjai kapcsolatai: baratsagok, vélemények, csaladi
kozosségek, iskolai végzettségek, stb. szerint. Ezek mindegyike
felfoghatd, mint egy-egy dimenzidé a Facebook terében. Belépéskor
és hasznalat kozben a tagok adatokat mondanak magukrol,
eseményekrél szamolnak be. Ezeket témanként rendezve, azaz

%6 p. G. Gyarmati: Some words about Networks,. 2011. TCC COMPUTER
STUDIO.
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A dimenzidk vildga

Vagy virtualis vilagot épithetlink és 0sszekapcsolhatjuk a valdsaggal
és tudasunk segitségével ide-oda mozoghatunk benntik.

Mindennaposak az ilyen  szerkesztésd — mozi-filmjeink  és
képzeletiinkben okosabbak és szebbek is lehetiink a sztaroknal, és
legy6zhetjik a hoditd torokoket és boldogan élhetliink megvivott
hazdnkban, és még hosszasan sorolhatndam U vildgot alkotd
elképzeléseinket.

Itt van még a mindenféle tervezés, a jOov6 létesitésének Ugye is,
amelyek soran megvaldsithaté és megvaldsithatatlan terveket
szovink, reformokkal valtoztatgatjuk az életinket, kibUvunk,
martirkodunk és még, ki tudja, miket cselekszik a sok érintett ember,
vagy tdrsadalom. Ha mds nincs, elvonulunk a képzelet vilagaba,
kabitdszerekkel, betegségben, sokszor egészségesen is a szinhdz, az
irodalom, vagy éppen a sajat fantdziank utjan. Ezek mind-mind mas
tavlatokat - én dimenzidknak nevezem - nyitnak id6legesen, hogy
megnyugtassuk lelki dimenzidinkat, hogy visszadllva normalis
voltunkba folytathassuk életlinket az elérhetd, kézzelfoghatdé harom-,
négydimenzios vildgunkban.

Szdéval vannak dimenzidink, nem is kevés!

Fizikai pont dinamikus helyzete

A klasszikus fizika tere.

Egy masik érdekes példank fizikai probléma lesz, nevezetesen a
térben mozgd pont helymeghatdrozdsa. A pont helyét egy

szamharmas irja le — harom-dimenzids tér — P(X, Y, Z).

Ha ez a pont mozog ebben a térben, akkor a helye id&fliggévé valik:
t, idépontban P)(X,,Y,,2,), t, idSpontban pedig B (X, Y;,2,)és
igy tovabb. Azt latjuk tehat, hogy minden id&pillanatban a hely
koordinataihoz (X, y,z) hozzaadddik egy érték, amely a mozgas,
tehat az id6 fuggvénye: X, =X +V,(t) és V,, =Y, +Vv, () és
Ziy =174 +V, (ti)~
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Dr. Gyarmati Péter: A tér szemlélete: A dimenziok

Ha ezt latni akarjuk, akkor azt tesszik, hogy minden id6pillanatban
felvételt készitliink, amelyet hozzarendellink a P ponthoz. Tehat egy

szamnégyest kapunk: P(X, Y, Z,t). Eddigi ismereteink szerint ez egy
négy-dimenzidés euklideszi-tér lesz, hiszen — mint eddig — a

dimenzidkat egy szamegyenes jelképezi, amelynek értelmezési
tartomadnya a valds szamok.

Kiséreljik meg a pont mozgasanak értelmezését ebben a koordinata-
rendszerben!

Az egyszer(ség kedvéért — hogy abrazolhassuk is — legyen a pont
mozgasi tere a sik, azaz két-dimenzids tér, igy lehetéséglink nyilik az
id6 dbrazolasara is. Szdval a pont elmozdul P,-bél P,-be t, id§ alatt.

Rajzoljuk ezt fel a P(X, y,t) harom-dimenzidés térbe! Hol lesznek

ezek a pontok? Mindig az {(x, y)} sikban, onnan nem lép kil Akkor az
abrazolasunk szerint t=0, aminek koévetkezménye, hogy a pont
mozgdsa id6flggetlen, ami természetesen nem igaz! Kovetkezéskép
ez a megoldas nem alkalmas mozgas leirdsara. A valésag az, hogy a
pont P, -bél P,-be egyik esetben t,, a masik esetben t, és igy

tovabb, id6 alatt jut el. Tehadt, ha a kordbban javasolt
,pillanatfelvételeket” elkészitjik, akkor azt latjuk, hogy a t id6
hosszatél fuggden slrldbben, vagy ritkdbban latjuk a pontot: ha a
pont gyorsabban — révidebb id§ alatt — halad, akkor ritkdbban latjuk
a pontot. Egy Uj fogalomhoz jutunk — miként Galilei is annak idején —
ez a sebesség, azaz a t id6 és a t id6 alatt megtett s Ut hanyadosa:

v="_,
t

A megoldds tehat erre a négy-dimenzidés rendszerre, azaz a
dinamikus  pont helyének meghatarozdsa az aldbbi, ha

X, =X 4V, () é y,=y v, (t) é z,=7z+v, (1), akkor
@:S:w' mivel X, —X =Vt és y,—y, =Vt valamint
Z,-7,=V,[t
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Dr. Gyarmati Péter: A tér szemlélete: A dimenziok

akkor egy olyan Uj rendszert kell alkotnunk, amelyben ez az
ellentmondas feloldodik.

A legfontosabb ilyenkor annak meghatarozdsa, hogy az eddigi
tudadsunknak hol van a hatdra, azaz meddig és hogyan hasznalhatjuk.
Csak ezutdn kertlhet sor Uj hipotézisek feldllitasara, amellyel az
ellentmonddsok feloldasat képzeljik el.

@ anyag

molekula

elektron

©®©.
har/
membran

41. dbra. Az anyag felépitése

A kvantumfizika az anyag felépitésében az dbra szerinti felépitésig
jutott. Az anyagi részek eltéréen viselkednek, ezért Ujabb tereket
értelmez a kvantum-fizika vildga. Itt, most csak vazlatosan érintjuk
ezeket. Az egyik ilyen az eréterek kvantumelmélete, amelyben a
toltott részecske (példaul, elektron, proton) és az elektromdgneses
erGtér (foton) kolcsonhatasa irhatd le. A dimenzidk itt a részecskék,
illetve a fotonok lehetséges allapotai, ezaltal lehet6vé valik ezek
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A dimenzidk vildga

egymasra hatdsanak megkllonboztetése, leirdsa. Az elméleti és a
kisérleti fizika egymas tdmogatja az Ujabb és Ujabb felfedezésekben.
Példaul a szamitdsok azt mutatjak, hogy kell léteznie a Higgs
kimutatta bozonnak, a részecske-gyorsitd feladata ennek kisérleti
kimutatdsa, vagy éppen annak felfedezése, hogy itt egy Uj vilag nyilt
meg.

Torekvések — elméleti — vannak a tér fogalom kiterjesztésére a hur és
membranelmélettel, amelyben a részecskék 26, 11, illetve 10
dimenziés térben — az elméleti valtozatoktdl flggben - lennének
leirhatdk. Egyes fizikusok véleménye szerint segitségével a
relativitdselmélet és a kvantumfizika dsszekapcsolhaté lenne. Ha az
Univerzumunk egységes egész, akkor kell lennie egysége modelljének
is, mondjak.

...Es a tudomdny kereke forog tovdbb.
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Fliggelék 2. A Hausdorff-dimenzio

A fraktdlok

A legismertebb fraktalok onhasonldéak és olyan részekbdl allnak
Ossze, amelyek mindegyike nagyitdssal az egészbe vihetd. Példaul a
képen lathatd Sierpinski-hdromszoget (amely ugy all els, hogy egy
szabdlyos haromszogbdl kivesszik az oldalfelez6 pontok altal
meghatarozott  bels6 hdromszoget, majd az igy nyert
haromszogekbdl is, és igy tovdbb a végtelenségig) harom kisebb
haromszog alkotja, amelyek mindegyike feleakkora, mint az eredeti.

Belathaté, hogy ha egy fraktdl k olyan alkotéelembdl all dssze,
amelyek mindegyikének r-szerese az eredeti, akkor a Hausdorff-
dimenzidja M.
logr

log3

A Sierpinski-hdromszognek igy ﬁzl,Sg a Hausdorff-dimenzidja.
0g

Altaldnosan fogalmazva, ha az egyes alkotéelemek r,I,,....T,

aranyban kisebbek az egésznél, akkor a Hausdorff-dimenzid az az s
szam, amelyre er =1 teljesul.

54. abra. Sierpinski hdromszog

Néhdny érték kiilbnbéz6 Hausdorff-dimenziokra:
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Dr. Gyarmati Péter: A tér szemlélete: A dimenziok

— az n dimenzids euklideszi téré: n;

— azndimenzids gombé: n;

— megszamldlhaté ponthalmazoké:  0;

— aCantor-halmaz: I0i2z0,63;
log3

Sy, . log8

— aSierpinski-szényegé: ——~1,89;
log3
log20

— aMenger-szivacsé: g ~2,73;
log3
log4

— aKoch-hépehelyé: 299% .126.
log3

—  térkitolté gorbék (pl. a Peano-gorbe vagy a Sierpinski-gorbe)
Hausdorff-dimenzidja megegyezik annak az alakzatnak a
dimenzidjaval, amit kitoltenek.

— a(legaldbb kétdimenzids) Brown-mozgds palyajanak Hausdorff-
dimenzidja majdnem biztosan 2.

110


https://hu.wikipedia.org/wiki/Euklideszi_t%C3%A9r
https://hu.wikipedia.org/wiki/Cantor-halmaz
https://hu.wikipedia.org/wiki/Sierpi%C5%84ski-sz%C5%91nyeg
https://hu.wikipedia.org/wiki/Menger-szivacs
https://hu.wikipedia.org/wiki/Koch-h%C3%B3pehely
https://hu.wikipedia.org/w/index.php?title=T%C3%A9rkit%C3%B6lt%C5%91_g%C3%B6rbe&action=edit&redlink=1
https://hu.wikipedia.org/w/index.php?title=Peano-g%C3%B6rbe&action=edit&redlink=1
https://hu.wikipedia.org/w/index.php?title=Sierpinski-g%C3%B6rbe&action=edit&redlink=1
https://hu.wikipedia.org/wiki/Brown-mozg%C3%A1s
https://hu.wikipedia.org/wiki/Majdnem_biztosan

Dr. Gyarmati Péter: A tér szemlélete: A dimenziok

16 Utoszo

A dimenziék tanulmdnyozdsahoz felépitettink  koordinata-
rendszereket, amelyekkel — mint kiderUlt — tereket alkothatunk, azaz
tulajdonsagokat rendelhetlink a térhez, tartalmatol fuggetlentl. A
kanti filozdfia az anyagi vildagot — szubsztancia — és a vilagraél alkotott
altaldnos ismereteinket — forma — még az abszollUtnak feltételezett
térben és id6ben helyezte el. Eleink természetesnek tartottak, hogy
harom-dimenzids vildgunk végtelen és érvényes Archimédesz
allitdsa: adjatok a Foldon kivil egy pontot és én kimozditom a Foldet
a helyébdl — tipikus példdja a mechanisztikus vilagba vetett hitnek.
Megdobbentd felfedezés lett, hogy a gombfelileten a végtelen azt
jelenti, hogy visszajutunk a kiindulasi pontba, ha elég sokat megyiink
és az ilyen végtelen vildgnak — a végtelensége ellenére — van széle.
Kovetkezéskép lehet valami rajta kivil. A negyedik dimenzié nyujt
segitséget a megértéséhez. Kiderll, hogy a harom-dimenzidban
fedésbe nem hozhaté szimmetrikus alakzatok egy negyedikben
fedhetik egymast. Gyakorlati példa erre — igaz, két-dimenzidés — a
lepke szarnyai, amelyek szimmetrikusak, mégsem hozhatdk fedésbe
a sikon. de a térben igen. Masik példa H. G. Wells egyik h&sének
esete, aki a negyedik-dimenzidba latogatott és onnan a tlikorképe
jott vissza, példaul a szive a jobboldalra kerult.

A tény, hogy egy gombfellleten léteziink és az egydltaldan nem
euklideszi. Mégis, a hatalmas méretek jévoltabdl, még teljesen jol
hasznalhatd ez a geometria, de a Fold felfedezése és az utazasok, a
térkép igénye mar felvetette a korldtokat és Uj megoldasokat
igényelt. A gondolkoddasmaéd tovabb fejlesztése elvezetett oda. hogy
tudasunk képessé valt kilonbozé tereket felépiteni és megmutatni,
hogy euklideszi latasmddunknak hatarai vannak.

A ,térbeli 1atas” furcsasadgai eladdig a m(ivészek ,tudomanya” volt,
akik két-dimenzidban megrajzoltak, megfestették a harom-
dimenziét, s6t mindenkori torekvésik az emberi gondolat kifejezése
is alkotasaikban. A mdvészek perspektivdibol nétt ki a projektiv
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Utdszo

geometria, mint exakt tudomany, vagy a mar nem is a kezdeteit él8
virtudlis vildg a szamitastudomanyban.

Gauss koraban a matematika belenyult a mlvészek eme vilagaba és
megteremtette egyszerre a nem—euklideszi terek szemléletét és a
haromnal tobb dimenzid értelmét. Ebben élenjard tuddsunk Bolyai
Janos. Nem kellett sok id6 és a fizika létrehozta — Einstein - ezeken a
gyokereken vildgunk uj, relativisztikus képét.

Az egész lényege egy matematikai absztrakcio, feltevés, hogy létezik
barmilyen anyagtél — szubsztanciatdol — flggetlen tér, amelynek
leirhatjuk torvényszerliségeit és azok valtozatlanok maradnak —
invaridnsak. Az ennek megfelel§ fizikai torvények, mivel invaridnsak,
érvényesek minden anyagra az adott térben. No, és persze a
matematika eszkozeivel pontosan leirhatok és ezdltal barki, aki
megérti azt, haszndlhatja a maga tevékenységére. A |ényeg talan
éppen ez, minden matematikai eredmény sorsa, célja eddig is ez volt.
Es a dolgok folynak tovabb, spekulacidinknak nincs és valdszinileg
sohasem lesz vége, amig csak ember l|étezik a maga sziintelen
kivancsisagaval. Megnyugtatd lehet ez a j6v6 generdcidi szamara, -
akiknek ezt az irdst ajdnlom — marad még nekik munka, feladat,
érdekesség, felfedeznivald. A térinformatika, a virtudlis valésag és
ezek alkalmazdasa a végtelen lehet6ségek tarhaza.

Ez a dolgozat — el6adasok dsszefoglald anyaga — is ezt a célt szolgalja:
népszerUsiteni, kozismertté tenni a dimenzidkkal kapcsolatos
matematikai eredményeket, hogy minél tébben élhessenek vele,
hasznalhassak és helyesen, sajat céljaikra. Tudomasul kell vennink,
hogy az Ujszulottek feje nem tartalmazza ezeket az ismereteket,
ugyanakkor a tdrsadalom nem is ezeket tartja elsédlegesnek.
Mindezeken tul a matematikus tudast fontosnak tartom, tartjuk
sokan, - az élet szinte minden teriletén. Figyelemmel a tarsadalmi
elvdrdsokra, aldzattal, de igényesen kell terjesztenlink ezt a
matematikai tudast.

Remélem, evvel az 6sszeallitdssal szolgdlom ezt a célt.

Olvassak, tanulmanyozzak olyan érdeklédéssel, amilyen szeretettel
készilt!
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