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Bevezetés.

Egy matematikus meteoroldgus megkisérelte a felhGzet alakuldsat, formal6dasat matematikai
eljarassal megkdzeliteni, leirni. Ennek eredménye a matematikanak egy 0j agat hozta létre, Uj
vilagot nyitott a grafikai dbrazolas vilagaba, kiilondsen a szamitégépes grafika fejlédott nagy
lépésekkel és a programozoék, alkoték csodalatosabbnal csodalatosabb képzdédményeket,
képeket hoznak létre. Az el6zményekhez tartoznak a fraktdlok, az onhasonlo alakzatok
felismerése és a kdosz elmélet matematikai képzé6dményei.

A komplex dinamikaval a XX. szazad elején kezdtek foglalkozni tébben, de az igazi attérést a
szamitastechnika alkalmazhatésaga tette lehetévé a szamolasigényesség és a grafika
bonyolultsaga miatt. B. Mandelbrot 1980-ban jelentette meg egy irasat a kvadratikus
polinomokkal kapcsolatos vizsgalatairdl, a mar emlitett felhékrsl. A munkaba bekapcsol6dé
matematikusok tiszteletbdl réla nevezték el ezeket a halmazokat, amelyek valtozatat a G.
Julia matematikus neve fémjelez.

Ebben az el6adasban ezen halmazokat kivanom bemutatni az érdekl6d6knek, mégis
matematikus gondolatmenettel, hiszen matematikai alkotasr6l van szé. Talan sikerdil
megmutatnom, hogy viszonylag egyszer( eszkozokkel milyen rendkivil bonyolult formékat
lehet alkotni és azok vizsgalata mennyire Uj vilagot tar elénk, tul az esztétikai kellemet ny(;jto,
latvanyos képeken.

Az alapok.

A Mandelbrot halmazt rekurziv eljarassal hozzuk létre. A rekurzid, vagy iteracié bizonyos
miiveletek szakadatlan ismétlését jelenti az el6z6leg kapott eredmények alkalmazaséaval!
Az eljaras alapja nagyon gyakran egy polinom/flggvény, amely egy kezdeti érték
behelyettesitése Utjan egy ujabb értéket allit el6. A rekurzié ezen polinom/fliggvény
kiszamitasanak ismétlését jelenti az el6zbleg Kiszamitott érték behelyettesitésével.
Legyen a fuggvény f(X); a kezdeti érték X,; az Ujabb értékek rendre X;; X,; ... és a; b;
tetszbleges konstansok, akkor

X, = af (X,) +b;

X, =af (x)+b;.

.xi+1 =af (x;) +Db;.

Ha f(X); az 6nmagaval val6 szorzast jelenti, vagyis f (X)=x? és a=1 és b=c valamilyen

allando érték, akkor egy egyszerti u.n. kvadratikus polinomhoz jutottunk: f(x)=x*+c.
Arekurzio

X, = X¢ + C; (ezt ismételjiik)
Xp = X{ +C;

Xy = X§ + C; és igy tovabb.
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Az igy keletkezett X;; X,; ... ertékeket az X, palyajanak nevezzik.

Az eljardsnak szamos gyakorlati jelent6sége van, példaul a populacié novekedése az
egymasutan kovetkezd sziiletési ciklusokon at. Erdemes tehat ezt a rekurziét részletesebb
vizsgélat alé vetni:

értelmezési tartomany, értékkészlet;
konvergencia;

- ismétlodés;
- abrazolas.
Tehat a vizsgalt fuggvény X;,; = X — Crekurzio.

1. legegyszeriibb esetek, ha X0 =0;
-c=0; X, =x5+0=0; tehat x,=0; % =0; X, =0; X, =0; X, =0; ...
tehat az iteracié eredménye konstans, nulla.
-c=1 X = xg +1=1 tehat x,=0; % =1 X, =2; X, =5; X, =26;...c
tehat az iteracié eredménye monoton névekvao.
-c=-1 x, =x5-1=-1 tehat x,=0;x% =-1 X, =0; X, =—1 X, =0;...
tehat a palya ciklikus.

2. Tovabbi esetek, amikor X, =0€és —2<c<-0,;

periddikus kiilonb6z6 értékekkel;
konstans, vagy kozel allando;
valtakozo, szakadasos (intermittent);
kaotikus.

Tekintsiik ezeket X, = 0;-hoz tartozé palyakat idészakoknak és abrazoljuk geometrikusan (az
egymasutan kovetkez6 pontokat 6sszekotottiik az atlathatosag kedvéért).

Ac=-1,1azaz az x>-1,1 rekurzi6 esetén a palya két érték kdzott valtakozik: 2 periodus

c=-1,1; ciklikus palya két értékkel
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Ac=-1,3 azaz az x*-1,3 rekurzi6 esetén a palya négy érték kozott valtakozik: 4 peridédus

c=-1,3; ciklikus palya négy értékkel
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Ac=-1,38 azaz az x2-1,38 rekurzi6 esetén a palya nyolc érték kozott valtakozik: 8periddus

c=-1,38; ciklikus palya nyolc értékkel
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Ac=-19 azaz az X*-1,9 rekurzi6 esetén a palya rendszertelenil valtakozik: kaotikus

c=-1,9; kaotikus palya az értékek rendszertelenul valtoznak
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Altalanositsuk megfigyelésiinket:
1. Az X, =0;palydja f(x)= X + Cesetén, vagy névekszik és a végtelenhez tart, vagy

nem tart a végtelenhez a C értékétdl fiiggben!
2. Ha nem tart a végtelenhez, akkor kilénb6z6 médon viselkedik: allandd, ciklikus, vagy
kaotikus!
Tehat a megfigyelésuink szerint kettds viselkedést, a végtelenhez tart, vagy nem, és az esetek
kolcsonosen Kizarjak egymast Ezt a Kkett6s viselkedést dichotémianak nevezzik! A
Mandelbrot halmaz tulajdonképen ennek a dichotémianak a leképezése.

A Mandelbrot-halmaz.

Ezen el6ismeretek alapjan konnyen megfogalmazhatjuk a Mandelbrot halmazt: a Mandelbrot-
halmazba mindazok tartoznak az eddigiek kozil, amelyek nem tartanak a végtelenhez!
Erezzilk, hogy a megfogalmazasnak két hibaja is van. Az egyik, hogy nem eléggé exakt, a
masik, hogy ezek kilonallé pontok, pedig ismereteink szerint a Mandelbrot-halmaz csodaszép
sikbeli kép. A kifogés igaz, tehat pontositsunk!

Nézzik, hogyan keletkeznek akkor ezek a csodalatos sikrajzok, képek, mikor eddig csak
palyakat, pontsorozatokat definialtunk?

A dolog egyszeri, hogy sikot nyerjlunk, az eddigieket terjessziik ki a komplex szamokra, a
komplex szdmsikra, vagyis a C legyen komplex szdm!

Nézziik fliggvénytinket kiilonb6z6 C értékeknél:

1. Legyenc=i f(X)=x*+i és X, =0; akkor
X =1 X, =12 +i=—1+i; Xy = (Q+0)° +i=—i; X, = —1+10; X = —i; Xg =—1+1; -+
Vagyis ciklikus két értékkel: -I; -1+i;

2. LegyenC=2i és X, =0; f(x)=x*+2i
X, =042I; X, =—4+2i; X;=12-14i; X, =52 - 334i; ...
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vagyis egyre tavolabbra kertil a 0;0 orig6tdl (ez itt a végtelen definicidja).

Altalanositva ugyanahhoz a dichotémiahoz jutottunk: a végtelenhez tart, vagy nem.
Most végre exakt és grafikus értéki definiciojat adhatjuk meg a Mandelbrot-halmaznak: azon

komplex C értékek halmaza, amelyeknél az Xi2 +C rekurzié X, =0;-hoz tartozé palyaja
nem tart a végtelenhez, jel6ljuk M-el.

vi

A sikot, amelyen abrazoljuk ¢ komplex siknak nevezziik: c=Xx+Yyi szerint, mert M azon ¢
értekek halmaza,....

Amint latjuk a grafika az X tengelyre szimmetrikus, mivel kvadratikus fliggvényrol

rekurziéjardl van szé (az Xi2 + C helyebe +X;, vagy —X; kertiilhet). Az y tengely valahol a

kardiodid belsejében metszi az X tengelyt, az X=-1-hez tartoz6 pont megkozelitbleg a
kardiodid bal oldalan 1év6 ,kor” kozepe tajan van. Kardiodidnak nevezziik a szivalakl gorbét,

. . . , 1
amely egy ciklois. A halmaz értelmezési tartomanya — 2 < X < Z
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Ha megfigyeljik a két jellemz6 forma hataran kisebb, de hasonlé képzédmények vannak és
valéban lathatjuk, ha ezeket kinagyitjuk.

A korabbi szamolésainkbol a ¢=0; -1; -1,1; -1,3; -1,38; i mind eleme a Mandelbrot
halmaznak, mig ac=1; 2i nem.

A Mandelbrot halmaz a fekete terilet az abran, a szines részek a halmazhoz nem tartoz6
részek (ahol a palyak a végtelenhez tartanak) csoportositdsabdl keletkeznek attél fiiggéen,
hogy a palyak milyen ,gyorsan novekszenek”. Megkozelitleg a halmaztdl tivolodva a palyak
egyre gyorsabban novekszenek. A szinezés Onkényes hatarokkal készil: piros,

: , z0ld, kek, lila, , ahol piros a leggyorsabb, mig az

szinlieknek kell a legtobb ismétlés, hogy tavol keriljenek a fekete Mandelbrot
halmaztol.

Az M halmaz ,formai”.

AZ M halmaz megrajzolasa meglehetdsen szamitasigényes feladat: szamitégép sziikséges
hozz4. Az el6z6 abran is lathattuk, hogy milyen bonyolult szerkezetli és ha még elkezdjiik
nagyitani, akkor latjuk, hogy azok a fodrok, redék éppenugy ismétlédnek akarmennyire
nagyitjuk.

Ennek a reddsségnek a természete még nyitott kérdés, van lehetéség az alkoté munkara.
Mégis elég sokat tudunk mondani a Mandelbrot halmaz formairdl, strukturajarol.

Nézziik akkor a részleteket: a kozponti rész egy sziv-forma, kardiodid az oldalara forditva; a
kardiodidot érinti milliényi dekoracio, amelyeket kézelebbrél vizsgalva megallapithatjuk,
hogy hasonlitanak egymasra, mégis mind kiilonbo6zé.

A f6 kardiodidhoz kozvetleniil csatlakozé dekoracidkat elsédleges, primér dekoracionak
nevezzilk. Ezekhez tovabbi dekoréciok csatlakoznak, amelyek nagyitva lathatova valnak. A
dekoréaciok ismétlédnek és igy tovabb.

Az eredeti dbran is megfigyelhetlink, tovabbi jellemz6 format, ez az ,antenna” az x tengely
mentén a negativ irdnyban. A kinagyitasokon is lathat6ak! A nagyitast novelve, a kardiodidtol
tavolodva egyre tobb antenna agazik ki a dekoraciébdl. Minden dekoraciéhoz tartozik egy f6
antenna, amelyhez tovabbi dekoréacidk csatlakoznak, stb. Ezek formaja, az antennnék iranya,
mérete mind valtozik és mintegy kerékkiillgiként agaznak szét. Amint azt megallapitottuk
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koréabban: nincsen két egyformal! Viszont a szamukra érdekes dolgot fedezhetiink fel, amelyet
itt mutatunk be.

1 A koradbban meghatérozott periédusok most visszajonnek: nevezetesen egy

; 011 " primér dekoracion beliil a periodus azonos, az f (X) = x? + ¢ dinamikéja
-0 minden, a primér dekoracidban 1évé C értékre egyazon periddus értékei
3 -1,0879 L . .
' kOzelében van, a rekurzio novekedésével az eltérések egyre kisebbek
4 0,083526
5 .109302 lesznek.
5 (’)0947 ' Példaul a két periddusl esetben, mondjuk, C=-1,1 esetén ez a két érték: -
. 1(’)9103 1,09161; 0,091608, amint ez a tablan lathato.
8 0,090351 Ugyanez a helyzet az 6sszes olyan C értékre, amely ezen primér dekoracion
9 -109184° ey van, vagyis a periodus szama ugyanaz, jel6ljuk n-el és ez lesz a
10 0092108 = dekoracio periodusa. A bizonyitasrdl a rovidség kedvéért lemondunk, de
117 -1,09152  szamitogépes programmal barki kiprébélhatja.
12 0,091408
13 -1,09164
14 0,091688
15 -1,09159
16 0,091576
17 -1,09161
18 0,091621
19 -1,09161
20 0,091603
21 -1,09161
22 009161
23 -1,09161
24 0091607
25 -1,09161
26 0,091608
27 -1,09161
28 0091608 E; 57 gbra néhany ebben a nagyitdsban még lathaté primér dekoracio
29 | -109161 periodusszamat mutatja. Vegyiik észre a szimmetrikussagot az x tengelyre
30 0,091608 (kvadratikus fuggvény) és azt, hogy a periodusszdmok nem ismétlédnek,
31  -109161 kaotikusak!
" A dekoraciébol kidgazé antenna és a rajta 1év6 kiill6k szama egyiittesen
32 0,091608 . SR . . :
33 -109161 megegyezik a dekoracié priddusaval! A korédbbi adbran lathaté dekoréciok
34 0 0,91608 ' kozvetleniil a f6 kardiodidhoz csatlakoznak.

1 Hasonl6 eredményeket adnak a nem-primér dekoracidk, amelyek nem

csatlakoznak kozvetleniil a f6 kardiodidhoz. Ezeknél a dekoracié periédusa a tobbszorose az
antenndjahoz csatlakozo kiill6knek.

Az alabbi képeken, kinagyitott részleteken, a periédus és a kiillok szamanak osszefiiggéseit
mutatjuk be. Rendre 3; 4; 5; és 7; periodust dekoraciokat lathatunk az antennakkal és
kiill6kkel.
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Ne feledjiik, hogy az antenna és kiill6k szama egyiitt a periédusszam.

Julia halmazok.

A Mandelbrot halmaz definicitja a C értékeket tartalmazza rogzitett kezdeti X, = 0; érték
mellett. Kézenfekvé lenne a definiciot megforditani: rogzitsiik C értékét és keressiuk meg
mindazon palyakat, amelyek nem tartanak a végtelenhez. Ezek kezd6 Xo értékei alkossak az uj

halmazunkat. Ezt a halmazt az adott C értékhez tartozé Julia halmaznak nevezziik. Gaston
Julia matematikus utan.

Formalisan, legyen c=constans; f(X) = x? + cdinamikus fiiggvény minden Xo komplex

szamhoz-hoz. Azon X, értékek halmazat, amelynél az f(X)=X? +c rekurzidja

c=constans; mellett, nem tart a végtelenhez Julia halmaznak hivjuk. Minden egyes C
értékhez tartozik egy Julia halmaz.
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Szoktak még definialni és ugyanigy nevezni az itt definidlt halmaz hatarat is. A
megkildnboztetés kedvéért a mi definiciénkat kitéltott Julia halmazoknak nevezzik. Ebben az

irdsban a rovidség kedvéért a kitoltott szot elhagyjuk, de MINDIG azt értjuk!

Példaul az X, = 0; palyaaz f(x) =X +0 esetén a (c=0) halmaz eleme, f (x) =0;Vx, de
X, = 0; palyaNEM eleme az f (X) = x* +1; (c=1) halmaznak, mert tart a végtelenhez.

Tehat minden egyes C értékhez kiilon halmaz tartozik! Ezért Julia halmazokrol beszéliink és
jeloljuk az egyes halmazokat J¢-vel, ahol ¢ mindig egy konkrét érték..

c=-1,037+0,17i periodus 2 c=-052+0,57i periddus 5

¢=0,295+0,55i periddus 4 c=-0,624+0,435i periodus 7

Néhany tulajdonség.
1. Egy nagyon egyszerti Julia halmaz a C=0 értékhez tartozik: ez egy kerek tarcsa.
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Talan minden mas halmazt csak szamitdgép segitségével lehet meghatarozni.

2. Amint latjuk a példakon a Julia halmazok nem kevésbbé izgalmasak és éppen ugy
értelmezhet6k rajtuk a peridodusok , az antenndk és kiill6k, de masképen alakulnak. Tovabbi
izgalmas formakat képeznek.

3. Osszehasonlitas:

- A Mandelbrot halmaz kép a C komplex sikban, paraméter siknak nevezziik és egyetlen
halmazbal all;

- A Julia halmazok képek az x komplex sikban, dinamikus siknak nevezziik és minden egyes C
értékhez tartozik egy halmaz.

4. A Julia halmaz elemei egymashoz tetszélegesen kozeli, diszkrét pontok, ami a definici6jabol
kovetkezik. A fenti abrakon lathaté halmazok pontjai egyméashoz kapcsol6dnak, ezéltal egy
darabbol all6ak. Kapcsolt Julia-halmazok-nak hivjuk éket.

5. A Julia halmazok éppugy periodikusak, mint Mandelbrot tarsuk: a kétértékiiek egymassal
érintkezd tintapacnik, mig a tobbértékiliek érdekes alakzatokat képeznek, mint a példaul a
sokféle csusz6-maszok, amint az dbrakon is lathato.

5. A Julia halmazokat a Mandelbrotéhoz hasonléan &brazoljuk: Kihasznaljuk a a halmaz
dichotomiajat és feketével a halmaz elemeit, mig méas szinekkel a végtelenhez tarté nem-
halmazbeli elemeket vesszik fel, ugyanavval a szinkonvencioval.

6. Vannak azonban olyan Julia-halmazok is, amelyek ,foltjai” nem érintkeznek egymassal:
kulénallé ponthalmazok sokasagabdl allnak! Az alabbi dbra egy ilyet mutat.

~ Jol lathatjuk az egymassal nem érintkez6 fekete
részeket és azt, hogy azok felhdszerli kupacokban

. . L gyllekeznek és furcsa spirdlisszerit modon vannak
e ;1‘-'*“',, 4’& i elrendezédve. Az ilyen halmazokat tejut Julia
T T el halmazoknak nevezziik.

Julia  és Fatou matematikusok 1919-ben

Faag R, bebizonyitottak, hogy a Julia halmazok pontjai, vagy
," 5 b’ o e csatlakoznak egymaéshoz, --egy darabbdl allnak, vagy
el ."‘.,_gx‘ végtelen sok diszkrét pontbdl allnak. Akarha a Tejut-
‘-*i, % e 9 rendszer képét latnank: érdekes kutatasi téma, mais, a
‘ % 9 Tejat-csillagrendszer ilyen médszerii leképezése.
Szamunkra az egy Ujabb tulajdonsagot mutat, a Julia

halmazok egy Gjabb dichotémiajara talaltunk. A Julia-halmazok az f (X) = X? + C-re nézve

vagy egy darabbdl allnak, vagy végtelen sokbdl (nincs koztes darabszam).
Vajjon hogyan lehetne megéllapitani egy adott J. -rél, hogy kapcsolt, vagy tejut, azaz egy
darabbdl, vagy végtelen sokbdl all?

A megoldas szerencsésen egyszer(i, az f (X) = X? +C iteraciojaban az X, = 0;-hoz tartoz6
palya mondja meg:

-- ha ez a pélya a végtelenhez tart, akkor J. is végtelen darabszamu, vagyis tejut halmaz;

-- ha ez a palya nem tart a végtelenhez, akkor J; egy darabbdl all, vagyis kapcsolt halmaz.
Létezik egy masik modszer is a dichotdmia meghatarozasahoz a Mandelbrot halmaz révén:

-- vagyis minden Mandelbrot halmazbeli C-hez tartoz6 Julia-halmaz egy darabbdl all! Hiszen C
akkor és csak akkor része M-nek, ha f (x) = X® +C; X, = 0; esetén nem tart a végtelenhez
és pont ez a feltétele a kapcsolt J; -nek.
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-- Az M-hez nem tartozé C esetén a J; végtelen sok darabbdl all, azaz tejut J.. Megjegyzem, a
mélyebben érdekl6d6knek, hogy ezek a végtelen halmazok Cantor-halmazok.

A definici6 megfordithat6, vagyis a Mandelbrot halmaz az 6sszes olyan C értékbdl all,

amelyekre a Julia halmaz kapcsolt.

Ennek a kolcsonds megfelelésnek --az X, = 0; palya tulajdonsaga-- mélyebb matematikai

értelme van, amely azonban mostani témanknak nem targya.

Néhany tovabbi 0sszefiiggés az M és a J. kozott.

1. Régiok. Amint az abrakon is latjuk ezek a ,tintapacnik”, régidknak nevezziik, amelyek
mintegy csomopontokbéal dgaznak szét, mindig egy nagyobbdl egy, vagy tébb kisebbe, majd
ezek Ujabb csomépontokhoz érnek, ahol a régios szétagazas ismétlédik ugyanolyan szamban,
de méas forméban. A régiok mind kisebbek, mint amelybdl kidgaznak, Megjegyzem, a
mélyebben érdeklédéknek, hogy ezek fraktalok, 6nmagukhoz hasonlité alakzatok. Masik
el6adasban van sz6 roluk.

2. A szétagazas szama a halmaz periddusa: amely ugyanehhez a C értékhez tartoz6 M
halmaz periédusszaméaval azonos. Vagyis ezaltal azt tudjuk J. rél, hogy kapcsolt, mivel
tartozik hozza M és a csomépontokbdl szétagazo régiok szdma az M periddusaval azonos.

Nyuszifil. Az 6s szamitdgépes idékben rendkiviili teljesitmény volt egy-egy halmaz
.Kiszdmitasa”, abrazolasa. Egy ilyen teljesitmény eredménye --természetesen mar mai
szamitdgéppel készitett teljes képpel— a fenti abra, amelyet Douady-nyuszijanak, vagy
fraktal-nyuszinak hivnak. A. Douadyrdl, aki uttoréje ennek a matematika-tertiletnek. A név
onnan keletkezett, hogy minden régiobdl két kisebb régidé névekszik ki, mint a nyuszibdl a
fiilei. A nagyitason lathatjuk, hogy a részletekben ismétl6dnek a nyuszifiilek.

c=—0.12+ 0.75i periddus 3

Mi is készithetiink M halmaz abrakat: R. Devaney professzor, a Bostoni Egyetem matematika

professzora jovoltabol, lehetdségiink nyilik 14atni kiilonbozd, de egymashoz tartozé M és J.
halmazokat ezen a weblapon: http://math.bu.edu/DYSYS/applets/Quadr.ntml. A program
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lehet6séget ad animaciéra is, amelynek soran megfigyelhetjik, hogyan ,esik szét” a kapcsolt
halmaz tejut halmazza, vagyis egy darabbdl végtelen sok darabba.

Tovabbi képek innen: http://www.softlab.ntua.gr/miscellaneous/mandel/gallery/01-10.html
elérhetd. Olyan lehetdség is van, hogy az altalunk készitett képeket kozzé tegytik.

Akiknek nincs alkalma az oldalak megnézésére, azok szamara itt bemutatunk egy néhany
latvanyos ,tengeri csikohal” képz6dményt.
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Végezetul a matematikus , csiirés-csavaras”’-aibol a Mandelbrot halmaz vilagadban:

A matematikusok soha nem maradnak nyugton, --minden bizonnyal mas tudomany képvisel6i
sem--, az elért eredmények, mindig Ujabb és Ujabb kérdéseket és ezaltal megoldando
problémékat vetnek fel. Itt sincs ez masképp! Ezekb6l mutatok be egy Kis izelit6tt az
alabbiakban.

Az M halmaz konjugaltja: a Mandelbar halmaz.

Az M halmazt a f(x) = x> +¢ fuggvény rekurzidjaval allitjuk el6, ahol C komplex szam és a

rekurzié miatt az X is komplex, vagyis X =V +Ki; ahol a v az X valds részét, k a képzetes részét
jelenti. Azonban egy komplex szamot képezhetiink az eldjel megforditasaval is: X =V —Ki . Ezt
hivjAk a komplex szdm konjugéltjanak. Reészletesen most nem targyaljuk. Végezzik el a

miiveleteket igy, vagyis a fiiggvényiink: f (X) = X? + C alaku lesz. Tehat azon ¢ értékek halmaza,

amelyreaz f(X)=X%+c; Xo = 0-hoz tartoz6 palyéaja nem tart a végtelenhez. Ezt a halmazt
Mandelbar-halmaznak nevezziik a hasonlésag miatt (azért bar, mert az x feletti vonast bar-
nak nevezik). Az irodalomban sokszor tricorn-halmaznak is hivjak a forméaja miatt.

Azt varnank, hogy az M ésaz M ugyancsak hasonl6 lenne, azonban a fraktal természeten
tal egészen mas formaciot képez, amint azt az dbran is lathatjuk:
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Tovabbi leképezések.

Tovabbi hihetlen kép-vilag tarul elénk, ha az f(X) = x? +C fuggvényen mas valtoztatast
végzunk: legyen a rekurzié most

X;p = (Re(x; ) +i[Im(x;))* +¢c ; x, =0
vagyis az X komplex szam valds és képzetes részeit kilon-kilon az abszolut értékeikkel
helyettesitjuk. Ezt a leképezést 1992-ben Michael Michelitsch and Otto E. Rossler készitették
és 6g0 hajonak nevezték el.
A részletek egy fantazia-vildgot hoznak létre.
Az els6 kép itt a hajo, a masodik, az els6 kép bal szélérdl egy kinagyitott részlet.
A nagyitas alatt mi most nem optikai méretnovelést értiink, hanem a halmaz egy részének
Ujraképezését a C értékeinek egy részével és Kisebb 1éptékii valtoztatasaval. Ez tulajdonképen

azonos az optikai nagyitassal, az ott fellép6 szamos hiba (felbontas, vonalvastagodas, részletek
hianya, sth.) elkertlésével.

A részletek ujabb képzésével és masik szinezés valasztasaval Ujabb meséket lathatunk. Egy
mesevilag tarul elénk, tornyokkal, kilatokkal, tavolbavesz6 épitményekkel! Mindez feltarul
el6ttiink egy Kicsit mas szinezéssel. Lathatova valtak az énhasonld —fraktal-- képz6dmények.
A negyedik abra a legfantasztikusabb: egy siillyedé hajot latunk, amely magaval ragadja a
varost katedralisaival egyetemben. Ismét mas szinezéssel, hogy a tenger és az ég kék legyen.
Aztan ég6 varos, d6lnek a tornyok, és minden a tengerbe siillyed, fantasztikus.
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Az &ltalanositas, a Multibrot halmazok.
Tegylink még egy matematikus ,cstir-csavart” és altalanositsuk a flggvénytinket, vagyis ne
korlatozzuk kvadratikusra, masodfokura a polinomunkat. Nézzik meg mi torténik igy:

f(x)= x9 +¢ anolad nem nulla egész szam, minden més valtozatlan.

Ezeket némi szojatékkal Multibrot halmazoknak nevezziik.

Pozitiv egészek esetén
d=2, esetén visszajutunk az eddig targyalt esetekhez,

d=1 esetén monoton névekvs sort kapunk, amely nem eleme az M halmaznak:
végtelenhez tart.
d>3 (pozitiv egészek) esetén az M halmaz tobbszorézédni laszik, méghozza d-1 szerint:

Az dbranad= 2; 3; 4; 5; 6 esetén lathatjuk a halmaz sokszorozodasat.

Egy érdekes eredmény, hogy analitikus Uton, tetszéleges pontossaggal tudunk szabalyos
sokszoget rajzolni.

Negativ egészek esetén

Ha d értékét kiterjesztjiik a negativ egészekre is, akkor ismét Ujabb képeket nyerunk. Itt is
megfigyelhetjiik az eredeti halmaz ismétl6dését, csak most inverz formaban.

A szimmetrikus kaleidoszkop-formékban gyonyodrkodhetink.

Nézzlink néhanyat (a halmaz elemei fekete szinliek, a halmazon kiviili részek az u.n.
EscapeTime algoritmus szerint vannak szinezve, amelyet korabban is alkalmaztunk):

Képezzink térbeli képeket.

Ha még emlékeziink az M halmaz képzésére, akkor tudjuk, hogy minden C értékhez tartozik
egy X, = 0-val indulé palya, amelynek értékei végesek, és ciklikusak, vagy kaotikusak.
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Térbeli képet ugy kapunk, hogy a C
komplex sik folé egy harmadik
dimenziot -legyen z-- helyezink és
minden egyes C értékhez egy Z
értéket rendellink. Legyen a zZ a palya
legkisebb abszoldt értéke, min|x; |.
Ha szamitdsokat elvégezzik, ezt az
abréat kapjuk:

Ne feledjuk, definicionk szerint csak
: a halmazon beluli értékekre létezik
‘ az dbra.

Osszefoglalas

A kodzismert szerkezeti formakon, struktirakon tual, most a struktarak egy killénleges osztalya
néhany tagjaval ismerkedtink meg: ezek a Mandelbrot- és Julia hamazok. A koézos
tulajdonsaguk, és egyben az érdekességik a latvanyos geometriai megjelenésiikbél fakad.

A forrasa ezeknek a struktiraknak a matematika dinamikus rendszerek terilete, ott is az

f (X) = X% + ¢ komplex fiiggvény egyes megjelenitésébsl szdrmaznak.

Megismeredtiink ennnek soran a rekurzio, iteracio fogalmakkal, pontok komplex sikon (X

sik; € sik) val6 abrazolasi moddszereivel, dichotom tulajdonsdgokkal, amelynek révén
szétvalasztottunk példaul periddikus és végtelen folyamatokat.
Végiil nem mellékesen, hiszen éppen ez adja ezek kozérdekl6dését, megismerkedtiink ezen
Bevezetést kaptunk a fraktalok, a rekurzio, a kaosz kiilonleges vilagaba.
Ugyanakkor megtudhattuk, hogy ezen a dinamikus forméak vildga még egyaltalan nincs
feltarva, nyitva van az Ut a kutatok szamara tovabbi felfedezésekre.
Talan éppen ezek révén jutunk kdzelebb természetiink szamos még nem elegendéen leirhatd
részének mélyebb magyarazatahoz, mint példaul a felh6k formal6dasa, a csillagrendszerek
alakja, vagy a kis jégkristaly fantasztikus képzddései.
Ha Isten a maga képére teremtette az embert, akkor vajjon mi a tovabb szaporodasunk soran
fraktdlok vagyunk? Hiszen hasonlé képiliek, de Kkiilonbozbek vagyunk, épplgy, mint a
fraktalok! Vajjon a Foldon, mint egy konkrét C értékhez tartozé térben strukturakat képezink,
Jc halmazokat, folyamatosan valtozo, dinamikus szerkezeteket (vagy persze ennél sokkal
bonyolultabbakat)? Lehetséges lenne ennek révén kozelebb jutni az emberek
csoportosuldsanak értelméhez, a kultirak természetéhez? Ki tudja! A gondolat, a lehetdség
mindenesetre leny(igo6zo!
Kdsz6ndm, hogy meghallgattak.

00000
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