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Rendhagy6 matematika dra.
Matematika 6rat tartunk most, mégsem szamtanraél, mértanrol lesz szo.

A cim szerint matematika-torténeti, tiszteleti 6ra lenne és persze mindenféle tudalékos tanulsag
levonasaval, valamint par masodperces néma tiszteletadassal a mult nagyjai irant.

Hiszem, hogy 6k sem erre vagynak, sokkal inkabb arra, hogy az utddok éljenek az altaluk alkotottakkal,
tudjak és értsék mi beNne a jo, de szolgaljon tanulsagul a rossz is!

Nos, miel6tt attekintenénk Descartes és Polya munkassagat nézziik meg egy példan mi is az 6 targyuk.
Nem lesz nehéz ez a példa, s6t egyszer(i, de azért benne van az 6rdog, akar a részletekben, ahogy a
mondas tartja.

Tehat a példa: mennyi 5+5? Vajon =10, vagy nem?
- Ha =10, az szamtanilag rendben van!?
- Ha ezekhez a szdmokhoz valamilyen fogalmat rendeliink, akkor ez a szam mértékké valik, a
hozzarendeltek mérészamava. Példaul 5né+5férfi=hany vizibicikli? Nyilvan nem 10!
A folytatasban Poélya Gyorgyot fogjuk kovetni legaldbbis, ami a gondolatmenetiinket illeti. Ehhez
vezessiink be egy osztalyozast:
- figyel
- lgyes
- okos
Szamolunk és értékeliink.

Térjiink akkor vissza az 5+5=10 kiszamolasara!

Hany ujjam van? Szamoljuk meg!
Ha igy szamolom (baloldali bra),
akkor 11, ha ugy (jobboldali
abra), akkor meg csak 9!

Pedig az el6bb kiszamoltuk, hogy
10! Akkor melyik igaz?

Vagy minden rendben van és
csak az a franya szamtan a ludas?
Vagy valami mas nem j6?

Akik azt allitjak, hogy nem jo, azok megkapjak a figyel’ osztalyzatot!

Nem, nem Kkettest! Nem szamozunk, mert egyszer mar kdédoltunk, amikor a cselekvésre a fogalmat
megalkottuk - figyelés - és a nyelviinkben értéket adtunk neki, azaz van hangértéke és irasértéke!
Tehat a fogalom a cselekvésnek az altalanositdsa, absztrakcidja, az elnevezése pedig kultirank mas
tertiletérdl szarmazik, magyarul a figyel sz6, amely mas nyelvekben eltérd, de a fogalom maga az
ugyanaz! Tehat a 'figyel’ szé itt mar egy kod, ezért nincs sziikséglink tovabbi kédolasra, szamokra, vagy
barmi masra! Mar csak azért sem, mert pontosan értjiik, tudjuk mit jelent, hogyan kell kezelni és
tisztelni azt, aki kiérdemelte.

A szamokat az osztalyozashoz azért rendelték hozza, hogy az additiv szemléletliek is megértsék melyik
a nagyobb.

Gondoljuk csak meg: a jok az élenjarok, 6k a primak, a priorok, a pro-, a pre-. Mindenki mas utanuk
kovetkezik. Ugye ez nem szadmozas! Még akkor sem, ha kés6bb szamokat is rendeltek emberekhez:
példaul  XIV. Lajos, vagy XVII. szazad. Ezek torténelmi idérendek és nem értékek! Tehat
megallapithatjuk, hogy ez a fajta szdmozas rendet, rendezési elvet jelent! Nem értékmérd, azaz nem
mérték!

Radasul azt is vegylik észre, hogy ha mar értékként tekintjiik, tehat osztalyozunk, akkor is az élen 1évd
a jobb, vagyis a prim, a pionir, az uttoré, az elsd!

A ma divatos osztalyozas, forditott szemlélet, az additivitdis mindenhatésaga, amikor igyekeznek
mindenre szamszeriiséget er6szakolni: a nagyobb a jobb, a tobb, az értékesebb. Tiszta pénzszemlélet,
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mert az az egyetlen olyan dolog, amelynél kizardlag ez a szempont: a tobb, vagy a nagyobb a jobb.
Jellemz6 példa a televiziok ,tudads”-versenyei, ahol nem a tudas az els6dleges tényez6, hanem a
nyeremény nagysaga!

De gondoljuk meg mire j0 a mi "bevalt” 1-2-3-4-5 osztdlyozasi rendiink! Mindenfélét lehet vele
csindlni: 6sszeadni, atlagolni, csoportositani, id6sorokat képezni, 6sszevetni a tobbiekkel, stb.

Pusztan az csak a kérdés, hogy igazsagos-e? A tanarok 4 alat, meg folét, egykettedet, stb. adnak! Vajon
miért? Nyilvanvalé, hogy nem szeretnék, ha az osztalyuk éppen 6t csoportra bomlana! Sokkal inkabb
hivei a folytonossagnak, a fejlédés 6sztonzésének.

Még egy gondolat errdl: az atlag: (1+2+3+4+5)/5=3, azaz kozepes! Ez a j6!?

Igaza van Pascalnak, amikor azt allitotta, hogy: Egyetlen érdemiink a gondolkodds. Nem a tér és nem az
idé - amit nem tudunk kitélteni - emelnek fel benniinket, hanem a gondolkoddsunk. Meg kell tanulnunk
helyesen gondolkodni: ez az erkdlcs alapelve.

A helyes gondolkodds nem veszélytelen, a kiemelked6en magasrendii értelmet éppugy Orliltségnek
tartjak, mint a teljes értelmetlenséget, csak a kézépszertii a jo.

Na, de térjiink vissza a mi kis példankhoz!

Ki tudja megmondani, hogy akkor mennyi az és miért?

Tehat azt mondjatok, hogy 10, akkor mi az a 9 és a 11?7 Hiba? Rossz szdmolas? Aki igy gondolja az
"ligyes’ min6sitést érdemel!

Val6jdban hibas szamlalas: fogalmakat kevertiink Ossze, a sorszamot és tészamot. (cardindlis,
ordindlis) a 11 esetében és az egyik ujj csak egyszer szerepelt a szamlaldsban a 9 esetében.

AKki ezt igy tudja az az 'okos’!

DE! Kételkediink sajatmagunkban is, hatha hibaztunk, ezért ellendrizziik: szdmldlassal, azutdn
Osszeadassal (két egyforma kéz): valéban mindkét esetben 10 az eredmény.

Legvégiil, aki mindezt hajlandé volt végigcsinalni az kapja az 6sszefoglal6 ‘gondolkozik’ mingsitést!

‘figyel’+"ligyes’+'okos’+ellendriz="gondolkozik’
Persze ez most nem teljesen jogos, mert ez egy kollektiv mérkézés volt és a probléma, illetve a

mindsités bemutatdsara szolgalt.

Gondolkodom, tehat vagyok.

Az ember életének legnagyobb nehézsége kozé tartozik dolgok, események végiggondolasa, de azért
meg kell tenniink mert ez vezet eredményre, hiszen , a problémdinkat emberek okozzdk, ezért azokat az
emberek megoldhatjdk - mondta ].F.Kennedy az USA elndke (1963.06.10.). A vilagunk megismerésére
vannak a természettudomanyok, amelyek segitségével igyeksziink a vildg és koztliink keletkezd
problémakat megoldani. A tarsadalomtudomanyok segitenek a tarsadalmi problémak megoldasaban.
A matematika nyelve, eszkoze az egyes tudomanyoknak.

A nehézségnek szadmtalan oka van: id6hidny, lustasdg, masok megteszik helyettiink, amugyis
folosleges, masok mar megoldottak, majd lemasolom, utdnozom a tébbieket, puskazni is lehet, stb.

Az els6 1épés tehat, hogy egyaltalan figyeljiink oda a minket érint6, érdekl6é dolgokra, azutan legytink
kivancsiak, van-e koziink hozza, befolyasol-e minket és ha igy van, akkor ugorjunk neki, gondoljuk
végig, oldjuk meg!

Innen, de csak ettdl kezdve, kaphatunk segitséget Descartestdl, Pélyatol. A két munkassag kozos
vonasairol, a Descartesnél a Médszerrdl, Polyanal a Megoldasrol, mindkettejiik esetében az altalanos,
mondhatnam filozéfiai vonatkozasokrdl és az altaluk létrehozott eszkozokrdl, technikakrol beszéliink
most réviden.

Munkassaguk oly hatalmassa terebélyesedett, hogy - szerencsére - tobb tanévet is athidal
megismerésiik még akkor is, ha az a matematika tantargy keretein is tul ér. Fizika, biologia,
informatika, de ma mar nyelv és irodalom, torténelem, stb. sem nélkiil6zheti, tehat alkalmazza.

René Descartes

Kezdjiik akkor az id6sebbel: René Descartes (1596-1650). A kor, a XVII. szazad elsé fele, a barokk-, a
30 éves haboru-, a mikroszkop-, Balassi Balint-, az Erdélyi fejedelemség kora.
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Descartes kalandkedvel§ filozéfus, matematikus volt. Részt vett a fehérhegyi csataban és Ersekujvar
ostromaban. Féként Hollandidban alkotott, ahol a protestansoknak nem tetszett, viszont Parizsban a
skolasztikusok, a katolikus egyhaz, ildozte. Az ok a filoz6fiai munkaja, a dualista felfogasa: a
gondolkodd- és a kiterjedt szubsztancia. Mindenben kételkedni kell, mert csak egy biztos, a létezésem,
a COGITO ERGO SUM !

Matematikai munkassaganak fé6 mtive a Discourse de la Methode (Ertekezések a médszerrél) és annak
Geometrie fliggeléke. Tulajdonképpen az analitikus geometria
megalapitéjanak és az  egyenletek  megolddsi  modszerei
rendszerezdjének tartjuk. Igazabdl nem a nagy felfedezdk, inkdbb a
tudomanyos szellem gerjesztbi kozé soroljuk.

Olyen ,szemtelenségeket” okoskodott ki: mint ez:

.Nincsen semmi, ami igazsdgosabban van elosztva az emberek kézott,
mint a jézan ész; mert mindenki azt hiszi, jutott neki bel6le. Tébbet, mint
amennyi van, még azok sem igen szoktak maguknak kivdnni, kiket
minden mds dologban igen csak nehéz kielégiteni.”

Pélya azt irja réla, hogy ,terve - hogy minden probléma vissza-vezethetd
egyetlen egyenlet feldllitdsdra és annak megolddsdra — kudarcot vallott
és e kudarcnak nagyobb hatdsa volt a tudomdnyra, mint szdmtalan
sikernek. Ha Descartes elgondoldsa nem is vdlik be mindig, igen sok
esetben, koztiik kimerithetelentil sok igen fontos esetben alkalmazhato.”

Tulajdonképen, amikor egy ,szoveges feladatot” egyenletek feldllitdsaval oldunk meg, akkor Descartes

eljarasat kovetjiik.

Tehat a methode, a problémamegoldas, roviden:

1. A problémat vezessiik vissza matematikai prolémdara (vagyis igyekezziink a matematika
egzaktsagaval fogalmazni).

2. A matematikai problémat algebraira formaljuk.

3. Az algebrai problémat alakitsuk egyenletté!

4. Oldjuk meg az egyenletet és ellendrizziik a helyességét.

Descartes a mddszert annyira lényegesnek tartotta, hogy ,mellékesen” olyan nyelvezetet alakitott ki az

algebra szamara, amelyet 1ényegében ma is hasznalunk, tovdbba megadta, rendszerezve az egyenletek

egyszerlisitésének szabdlyait és nem utolsé sorban bemutatta a geometria algebraizaldsanak

modszerét, a rola elnevezett kartézianus, vagy derékszogli koordinata rendszert.

Ezzel tulajdonképen megalapozta az analitikus geometriat, megmutatva, hogy barmely geometriai

mérés visszavezethetd legfeljebb masodfokil egyenlet megolddsara a derékszogli koordinata-

rendszerben.

Mind filoz6fiai, mind matematikai eredményei az id6k soran hibasnak bizonyultak, mégis munkassaga

meghataroz6, a dogmatikus kozépkori Eur6pdban a tudomdany elinditéi koézé tartozik és a

»~gondolkodom, tehdt vagyok” szelleme maig hat6 katalizatora vilagunknak.

Polya Gyorgy.

Ezekutdn szdéljunk néhany szét hazankfia Pélya Gyorgyrdl (1887-1985) a descartesi methode
széleskorti kiterjeszt6jérol, akinek munkassaga mindannyiunk szamara tobb, mint tudomany: iskola, a
problémamegoldas iskolja.

A kombinatorikaban, a szamelméletben alkotott jelent6set, kozismertek az egyenl6tlenségi tételei, a
Polya-sejtés, a Polya-folyamat.

A sejtésrol bebizonyitottak valdtlansagat elég nagy szamoknal, de igy is kozvetett bizonyitékul szolgal
bizonyos Liouville-tulajdonsadgoknak. A réla elnevezett folyamat jelen korunk szamos esetének
meghatarozé jellemz6je, amikor az egyenl6é eséllyel indulok esetében nagyon gyorsan egészen
szélsOséges kiilonbségek alakulnak ki. Ennek magyarazata az odavezet6 utban talalhato, ezért utfiiggd
folyamatoknak is nevezziik.

A Pdlya-folyamat.

A Poélya-folyamatot az alabbi kisérlettel lehet j6l bemutatni:

Dr. Gyarmati Péter 4. oldal 2012. januar 28.



Legyen kezdetben egy dobozban egy fehér és egy fekete goly6, amelybdl kivesziink taldlomra egyet,
majd kiegészitve egy vele azonos sziniivel visszatessziik (most mar harom golyé lesz a dobozban,
példaul két fehér és egy fekete, amennyiben fehéret huiztunk). Ezt a htizas-kett6zés-visszatevés 1épést
tetszblegesen ismételve kapunk egy Pdlya-folyamatot.

Lathato, hogy egyenl6ségbdl indultunk ki és mar az elsé 1épés utan ez jelent6sen felborul, azaz a
példank szerint az esély a fehér javara billen. A dobozban 1évé golydk szindsszetétele nagyon gyorsan
konvergal az egyik szin javara, de mer6 véletlen, hogy melyik lesz az.

Ilyen folyamatokkal irhaté le a pozitiv visszacsatolasi rendszerekben minden valtozas, legyen az
javulas, rosszabbodas, stb. Atmeneti javulas lehetséges,
hiszen huzhatunk a kevesebb szamu golyokbdl is, de a
nagyobb szamuak el6fordulasi valészinlisége, amint lattuk
drasztikusan né. Vezetéselméleti teriileten, szervezeti, piaci
kérdésekben, tézsdei mandverekhez alkalmazhaté stratégiai
pontok felismerésére, a stabilitas és a rugalmassag valtasara,
stb. Kozismert példaja a folyamatnak a ,sztar-csindlas”,
amikor az egyenl6k koziil hirtelen emelkedik ki a sztar, de
hasonléak a nagy karrierek, a varatlan cs6dok, vagy a
gazdasagi csoddk is. Mas példdk a Polya-folyamatra,
mindazok az esetek, amikor hatalmas méreti megegyezések
keletkeznek, szabvanyok sziiletnek, tulajdonképen ,logikus
magyarazat” nélkil: a kozlekedésben a jobbra hajts, az
oramutato jarasi iranya, az ir6gép billentytizete, a keresked 6k
utcdja, a vonat nyomtav, az auté kezel8szervei, stb.

A heurisztika.

A mai el6adasban minket els6sorban a rataldlas
miivészetében adott eredményei érdekelnek. Hivatalos
nyelven szolva a matematikai heurisztika megalkotéja, a
gondolkodds moddszereinek  Descartes utan  imételt

kozéppontba helyezoje.

LA heurisztika, egy jelz6, a felfedezés kiszolgdldsdt jelenti. A heurisztikus okoskodds nem mint végsd,
visszavonhatatlan jelenik meg, hanem csak, mint iddleges, dtmeneti gondolat, amelynek célja, hogy
elésegitse az adott pronléma megolddsdt.” - irja Pélya a Gondolkodas iskolaja cim{i miivében.

»~Gyakran vagyunk kénytelenek heurisztikusan okoskodni. El fogjuk érni a teljes bizonyossdgot, amint
eljutunk a teljes megolddshoz, de addig meg kell elégedniink tobbé-kevésbbé plauzibilis — nyilvdnvald -
gondolatokkal. Erre éppugy sziikségiink van, mint eqy épitkezésnél az dllvdnyozdsra.” - folytatja.

A heurisztikus okoskodds a maga helyén nagyon jé! Ami rossz lehet, az a szigoru bizonyitdssal valé
dsszekeverése és ami még ennnél is rosszabb, a heurisztikus okoskodds feladdsa a szigoru bizonyitds
kedvéért.” Ez is Polya véleménye, amit érdemes megfogadnunk és mindig szem el6tt tartanunk!

A heurisztikus okoskodas leggyakrabban az indukciéra és az analdgiara épiil és eszkozeiben
alkalmazza a logikat és a problémakoérben mar megszerzett, tanult, vagy tapasztalt ismereteinket.
Nyilvanval6, hogy altaldnos recept nincsen, tovabba az is nyilvanvald, hogy minél tobb tudassal
rendelkeziink az adott probléma korében, annal konnyebb dolgunk lehet.

A gondolkodas iskol3ja.

A gondolkodads iskoldja konyvben a problémamegoldas menetének négy 1épését talaljuk:
1. Ertsd meg a problémat;

2. Készits tervet a probléma megoldasara;

3. Hajtsd végre a tervedet;

4. Ellendrizd az eredményt és gondold at hogyan lehetne javitani rajta.

A lépéseket ki szoktuk egésziteni még néhany fordulattal:
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5. Hanem tudod a megoldast, keress hasonlét, rokont (analdgia), vagy bontsd részletekre, amelyet
meg tudsz oldani (particionalas).

6. Haakiindul6 adatokbdl kezdve nem jutsz elébbre (analizis), kisérelj meg feltételezni megoldast,

részmegoldast és ellendrizd helyességét, vagy helytelenségét(szintézis, backward chaining). Ha

helytelen, valassz masikat!

Mindig vizsgaljuk meg, ha eredményre jutunk, hogy létezik-e tovabbi megoldas is!

8. A probléma és a megoldasa is csak bizonyos esetekben érvényes, 1étez6, tehat mindig meg kell
hataroznunk az eredmény létezésének koriilményeit, feltételeit!

N

Osszefoglalas

Osszefoglaldlag elmondhatjuk, hogy a heurisztika, a rdtaldlds-, a rdvezetés moédszere, amelyet
magunkon és masokon - tanitvanyokon, segitséget kérékon, stb. - gyakorolunk, amikor problémat
oldunk meg, vagy problémamegoldast tanitunk. Ugyanakkor a problémamegoldds mindennapos
gondunk, hiszen egyre kevésbbé hagyhatjuk, hogy helyettiink masok dontsenek dolgainkrél. A
problémamegoldas korébe tartozik annak eldontése is, hogy dontiink-e.

Sokan a Descartes és Polya altal 1étrehozott iskolat, annak igazi miivelését, miivészetnek tartjak, ami
talan nem is olyan istenkisértés, hiszen szokas a matematikat is miivészetnek tekinteni, mivel nincs is
a klasszikus tudomany-definicidk értelmében targya. Mégis végtelen az alkotasi tere és kikeriilhetetlen
eszkoze mas tudomanyoknak. A problémamegoldas iskoldja tehat mddszer a tudomanyok és a
mindennapi élet szdmara.

~~ A~~~

Fliggelék: példak a heurisztikus gondolkodds bemutatasara.
forras:..archivum071212\adat1\MATH\ mathcounts\ mathcounts_2006-2007.pdf

<< A problémamegoldds nehézsége megtaldini azt, aki megoldja. >>

1. Talalgatasos (becslés, feltételezés) modszer.

(Guess, Check, Revise)

Ez a modszer egy folyamat, amelynek soran valamilyen meggondoléssal valaszt mondunk a kérdésre,
majd annak feltételezésével megoldjuk a problémat. Ellendérizziik a megoldast és ha ellentmondasra,
vagy a feltételezéstdl eltéré megoldasra jutunk, akkor a becslésiink nem volt jo. Az igy szerzett
informacidk alapjan kiséreljiik meg a becslés, feltételezés finomitasat és ismételjiik mindaddig, amig
ellentmondasmentességre, illetve a feltételezéssel azonos eredményre jutunk.

A példa:

A régi iskolaban a j6 teljesitményért kék és piros kartyacskakat kaptak a gyerekek, amelyeket a tanév
végén Osszesitettek és a legjobbak elismerést kaptak. Az 0sszesitésben a kék egy pontot, a piros két
pontot ért. Az egyik tanuld dsszegylijtott 57 cédulat, amelyek dsszege 79 pont. Vajjon hdny kéket és
hdny pirosat kapott?

Az informdaciénk tehat : az 1 és 2 pontos cédulakbol 57 van és azok egyiitt 79 pontot érnek.

Elsé feltételezés: legyen ugyanannyi 1 és 2 pontos! Ha egyfoman lennének, akkor atlagosan 1,5 pontot
érne egy cédula, amelybdl 57 darab van,

- vagyis 1,5x57=1x28,5+2x28,5=85,5 pontot,

- 1atjuk ez tobb, mint a ténylegesen szerzett 79 pont,

- ez akkor lehetséges, ha kevesebb kétpontos van! (ez az informécio!)

Ujabb feltételezés: a kiszamolt 85,5-79=6,5; ennyivel kevesebb lenne a j6 eredmény. Legyen 28,5-
6,5=22 kétpontos és 28,5+6,5=35 egypontos,

- tehat 22x2+35x1=44+35=79 pont,
- az eredmény egyezik a feltételezéssel és ellenmondas sincs!

Tanulénk 22darab piros és 35 darab kék kartyat szerzett az iskolaévben.
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2. Egyszeriisitéses modszerek.

(Simpler Case)

Harom Kkiilonb6z6 technikat mutatunk be az egyszeriisitésre: a felosztds, részekrebontast (a), a
helyettesitést (b), és a korlatozast (c). Mindegyiknél a feladatot valamilyen egyszeriibb esetre vezetjiik
vissza, olyanra, amelyet meg tudunk oldani, majd ebbdl, ezekbdl jutunk el a végs6é eredményhez. Ne
feledjiik, az ismétlés, az ellen6rzés sohasem hagyhato el!

a. Felosztds, részekre bontds. Partitioning

Szamos esetben a probléma nagyon komplex és ezért egy lépésben nehezen, vagy nem is oldhat6 meg.
I[lyenkor a meg Kkell kisérelniink a feladatot részekre bontani gy, hogy azok egyszertibbek és féként
megoldhatoak legyenek. A részekre bontas csak olyan lehet, hogy azok Osszesenje az eredeti
problémat adja vissza. Bizonyos esetekben a felbontds nehéz logikai feladvanyt eredményez, mert
pontosan meg kell mutatnunk, hogy az egyes részek teljesen lefedik és nem fedik tdl az eredeti
problémat.

Példa.

Milyen keresztmetszet(i csovet gyartasson a Vizmiivek, hogy ugyanannyi vizmennyiség szallitasahoz a
legkevesebb anyagot haszndlja fel. A gyar négyzet, téglalap, és kor keresztmetszetli csoveket tud
késziteni.

Ha feltételezziik, hogy minden esetben ugyanolyan sebességgel aramlik a viz, akkor barmelyik forma
esetén ugyanakkora teriiletlinek kell lennie a keresztmetszetnek.

A megoldas az lesz amelyik a kertiletek koziil a legkisebb, hiszen akkor kell a legkevesebb anyagot
felhasznalni a készitéséhez.

Tehat a feladatot két részre bonthatjuk:

1. négyzet és a téglalap kertiletének 0sszevetése (azért ez, mert hasonld formajuk miatt egyszeritibbnek
latszik);

2. az el6bbibdl a kisebb és a kor kertiletének dsszevetése;

mégpedig gy hogy azok alapteriilete azonos legyen.

3. Ezutan kovetkezik a részfeladatok dsszesitése a teljesség megallapitasaval (ezt a matematikusok az
egzisztencia és unicitds tételének hivjak, vagyis annak, hogy az eredmény létezik és egyértelmii).
Készitsiink dbrakat és jeloljiik meg az oldalakat:

[o] r
1. részfeladat:
-a teriilet azonossag alapjan: a* = bc; innen a = \/E
- anégyzet kertilete: 4a;
-a téglalapé: 2b + 2c;
b+c

-feltételezziik, hogy a négyzet a kisebb, tehat 4a < 2b+ 2¢; innen a <

] , , b+c
-behelyettesitve a teriilet azonossagot: +/bc < 2 ;

1
-mindkét oldalt négyzetre emeljiik a gyok elkertilésére: bc < Z(b2 + 2bc + cz) ;

-eltiintetjiik a tortet és a jobboldalt kivonjuk a baloldalbdl: 0 < (b2 —2bc +cz) = (b —0)2 ; tehetjik,
mert nem valtozik az egyenl6tlenség irany, ha ugyan akkora pozitiv szammal szorozzuk;
-mivel (b —c)2 pozitiv - barmilyen szam négyzete pozitiv -, ezért a fenti kifejezés igaz, tehat a négyzet

kertilete kisebb, -ahogy feltételeztiik-, mint a téglalapé (az egyenldség jel esete, amikor a téglalap
azonos oldald, b=c, vagyis négyzet).
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2. részfeladat:

a
. 7 iz 2 2 :
-a teriilet azonossag alapjan: a” = 7“7 ;innen — =+/7 ;

r
- anégyzet kertilete: 4a;
-akoré: 2rm;
a _=m
-feltételezziik, hogy a négyzet a kisebb, tehat 4a < 2rx ; innen(4r-el osztva): — < 5;
r

/4
-behelyettesitve a teriilet azonossagot: \/; < 5 ;

2
Vid
-mindkét oldalt négyzetre emeljiik a gyok elkeriilésére: 7 < — ;

-mindkét oldalt elosztjuk  -vel és szorozzuk 4-el: 4 < 7 ;
-ez nem igaz, tehat a feltételezéstlink nem jo, ezért a kor a kisebb.

3. akét részfeladat Osszesitése:

A masodik részfeladatnal mar kihasznaltuk az els6 eredményét - csak az ott kapott kisebbik alakzattal
szamoltunk tovabb --, ezért a végeredmény éppen a masodik részfeladat eredménye. Tehat az azonos
alaptertletli idomok koziil a kor keriilete a legkisebb: a Vizmiivek kér keresztmetszetii csévet rendel,
hogy a legkevesebb legyen az anyagkéltsége.

b. Helyettesités. Substitution

Mas esetekben a feladat olyan adatokat tartalmaz, amelyekkel nehéz dolgozni, ezért azokat
egyszerlibbekkel helyettesitjiik és a végén visszahelyezziik az eredetieket. Példaul a csillagaszatban a
nagyon nagy tavolsagokat a fényévvel helyettesijiik, vagy a foldmérésben a valésagot méretaranyos
térképpel helyettesitjiik. A térképen elvégzett méréseket a méretarannyal visszaszamolva kapjuk meg
a valésagos adatokat. Tulajdonképen szamos absztrakcid ilyen mddszernek tekinthet, amikor az
eredetit egy kezelhet6bbel cseréliink fel. A médszer bonyolultabb szamolasok esetén is alkalmazhaté,
amikor példaul egy attekinthetetlen, 0sszetett kifejezést egyetlen betiivel helyettesitiink, majd a
miiveletek elvégzése utan az eredeti kifejezést visszahelyezziik.

Példa. Oldjuk meg ezt a negyedfoku egyenletet: x* —5x” +4=0.
frjunk x* helyébe mondjuk y -t!

Akkor az y’ —5y+4=0 Kifejezést kapjuk, ami egy masodfokd egyenlet és a megoldé képlettel
kiszamolhatjuk:

C5+425-16 5449 5+3
re 2 22
Most visszahelyettesitiink x? helyébe:

; innen

x> =4 és x* =1 innen
X, =32 x;,=%1

Ellenérzés: helyettesitsiik be az eredeti egyenletbe:
X, =2; 16-20+4=0; helyes

X, ==2; 6-20+4=0; helyes
x,=1; 1-5+4=0; helyes
x,=—1;  1-5+4=0; helyes
Az eredeti egyenlet gyokei, vagyis a megoldas tehat: 2;-2; 1; -1.
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c¢. Korldtozds médszere. Limiting

Szamos esetben a pontos megoldas helyett annak valamilyen specifikus eseteit hatarozzuk meg.
Ilyenkor a problémat annak valamilyen jellemz6je bizonyos értékei estére oldjuk meg! A korlatok az
ilyen Kkifejezések, mint példaul a ,kisebb”, ,nagyobb”, ,biztosan belefér”, vagy ezek tagadasa, stb.
Példaul egy datum felirdsban a hénap rész nem lehet 12-nél nagyobb, mert csak 12 hénap van. A
»nyomozasos” feladatok rendszeresen alkalmazzak ezt a modszert. Példa erre az alibi esete, vagyis
nem tehette, mert akkor masutt volt.

3. Lista és kizaras modszere.

(Elimination)

Gyakran hasznalt a mindennapi életben. Sajnos sokszor rosszul, feliiletesen, mert nincs eléggé egzaktul
meggondolva az elhagyas. Ennek feloldasara hasznaljuk a listazast. Nevzetesen egy listaban felsoroljuk
az 0sszes lehetséges esetet, megoldast. Logikai okfejtésel meghatarozunk kizarandoé részeket és ezutan
oldjuk meg a problémat!

Nagyon fontos! Az okfejtéssel megallapitjuk el6re, hogy ,,mit kdvetiink el” a kizaras révén és a kapott
eredményeket ennek tiikrében értékeljiik. Mas kizarassal esetleg mas eredményt kapunk!

Szamos feladat ennél egyszeriibb és a kizdras csak arra korlatozddik, hogy az 6sszes elméletileg
lehetséges esetbdl kizarjuk azokat, amelyek a konkrét probléma esetén nem fordulnak elé és
amelyeket logikai okfejtéssel meg tudunk allapitani.

Példaul, ha egy adattarban keresiink pulléveres, 35 évesnél fiatalabb, nem-dohanyz6 férfiakat, akkor
azonnal kizarhatjuk a keresésbdl a néket, amivel valészintileg legaldabb megfeleztiik a mennyiséget.
Logikai okfejtés: a személyi nyilvantartasok azonosit6éi mindig tartalmazzak a nemet és az azonositén
val6 keresés sokkal gyorsabb, mint a tartalom szerinti, gyorsabb az azonositok tablazataban a keresés.
Az 0sszes tobbi kérdésre a valasz a bejegyzés tartalmaban van és azt ki kell olvasni, ami sokkal tovabb
tart. Azt is vegylk figyelembe, hogy a keresett adatok milyen sorrandben vannak tarolva, mert evvel is
id6t nyerhetiink ( nem Kell foloslegesen visszatérni az adat elejére minden egyes vizsgalatnal).

Masik példa: tudjuk Kovacs Urrél, hogy Budapesten az Operahaz mellett lakik és szeretnénk megtudni
a vezetékes telefonszamat, amennyiben nem titkolja. Kinyitva egy telefon keres6t akar ezernyi Kovacs
nevit talalunk. Akkor johet a kizarasos médszer. Logikai okfejtés: mit tudunk?

1. az Operahdaz az Andrassy uton van, a Duna fel6l nézve a baloldalon.

2. avezetékes telefonokrol elég j6 szamitogépes adatbazis érhet6 el a telefontarsasag oldalan.

Tehat

1. az Operahaz a hatodik kertiletben van (térkép).

2. Kovacs Ur hazszama paros a hazszamozas szabalyai szerint: Budapesten a Dunaval nem
parhuzamos hazak szamozasa a Dunatdl és a jobboldalon kezdddik - ott van az egyes szadm - a
kovetkez6 a masik oldalon az els6é haz, majd igy tovabb az oldalak valtakozva kévetkeznek.

3. Kovacs Ur postai irdnyité szama tehat 106x, de az Operahaz a keriiletben eléggé kézépen

helyezkedik el, ezért eliminalhatjuk 0,1,2 és a 7,8,9 alszamokat.

A keres6ben ezért elegendd a 1063, 1064, 1065, 1066 iranyit6-szamokkal dolgozni.

Még ligyessebbek lennénk, ha segitséget hasznalnank, vagyis el6szor megkeresnénk az Operahaz

iranyitészamat és a masodik 1épcsében ezt irnank Kovacs Ur neve mellé.

6. Persze ez nem olyan biztos --logikai okfejtés ismét--, mert lehetséges, hogy a korzethatar éppen ott
huzodik. Ennek kifejtése mar topolédgiai feladat. Legyen hazi feladat: annak megallapitasa, hogy
melyik megolddas révidebb: kevesebb keresési prébalkozas.

vl s

4. Séma (minta, ismétlédés, sablon, motivum) keresés modszere.

(Pattern Search)

Ha egy problémamegoldas sordn rendelkezésiinkre all sok adat, akkor azokon - kiilonb6zé
elrendezésben - érdemes azonossagokat, ismétlédéseket, mintdzatokat, mas feladatokkal
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hasonl6sagokat keresni és talalni. Ezekbdl logikai kovetkeztetések tutjan el lehet a megoldashoz jutni. A
séma lényegében kétféle, ugymint kovetkezetes (szisztematikus) ismétl6dés, vagy egyszeri azonossag,
hasonldsag mas ismert esettel. A feladat mindig ennek felismerése.

Kozismert példaul, hogy a j6 sakkozok sok jatszmat ismernek és alkalmaznak, ami az azonossag,
hasonldsag elvén alapul.

Klasszikus példa a csempézés, ha tudjuk a a burkolandé feliilet méretét és a csempék nagysagat,
valamint a kivant mintazatot, akkor az ismétlédés alapjan meghatarozhatjuk a sziikséges csempék
szamat.

Ha tudjuk a Nap, a Fold és a Hold jarasat, akkor meghatarozhatjuk a holdfogyatkozas pontos idejét és
modjat, akar a foldrajzi helyzettdl fligg6en is. Hiszen az égitestek mozgasa ismétl6dé sémat kovet.

A sémdk tehat el6fordulhatnak barhol, viselkedésben, érzékelésekben, absztrakciékban. Elsé
feladatunk mindig ennek felismerése. De vigydzzunk, mert ezek dsszetévesztése igen gyakori hiba a
gyakorlatban. Kézismert a nagysag és a nagysagrend keverése, vagy a sebesség és a gyorsulas zavarai,
a szazalékok viszonyitdsanak zagyvalasa, a séma feliiletes alkalmazdsa a skatulyazas, a helytelen
logikai kovetkeztetések, foként az egyedi jelenségbdl az altalanositas eseteiben, és még sorolhatnank.

Lassuk a példat!

1. A kiadott koézlemény szerint a munkanélkiiliségi rata 2%-al csokkent az elmult idészakban. Az
ellenzék szintén autentikus szakértdje szerint azonban a munkanélkiiliek szdma novekedett 2%-al.
Vajjon ki hazudik? Egy esetleges tévedésrdl most nem beszéliink!

2. Vegylik észre, hogy minden megallapitas az id&szak utolsé napjan érvényes értékrédl beszél, mert
masképpen nincs értelme a szovegnek, hiszen az emberek, akikrél sz6 van az idészakban
folyamatosan léteztek! A valtozast az innen kilépdk, illetve a belépdk adjak.

3. A munkanélkiiliségi rata alatt az értjiik, hogy hogyan valtozik a munkanélkiiliek aranya az 6sszes
munkaképeshez képest id6szakrol idészakra. Tehat a mostani érték az el6z6 98%-a, vagyis

m, m
0,98 : = : ; ez adédhatott az 6sszes foglalkoztatott és a munkanélkiiliek szamanak valtozasabol
kiilon, vagy egylittesen. A val6sagban ezek mind valtoznak.

4. Az ellenzék szerint a munkanélkiiliek 2%-al tobben voltak az id&szak végén, mint a kezdetén, tehat
a munkanélkiiliségbdl kilép6k tobben voltak, mint a munkanélkiilivé valtak, vagyis a belépdk.

Szamszerien: m=1,02m
5. Logikai kovetkeztetés ha m >m és 6, <6,, akkor lehetséges ratacsokkenés, tehat mindkét félnek
igaza lehet, csak nem ugyanarrdl beszélnek.

1,02m, .. ;
6. Hehelyettesitjik be m -et az eléz6be: 0,98 > = " 0, végig osztva mg-val és rendezve:
y ] | % 4 g1g
. L,02
0I = 00'
0,98

Tehat ha az Osszes foglalkoztatottak szama 1,02/0,98 aranyban ndvekedett, akkor mindkét félnek
igaza van!

5. Modell készités modszere.

(Model, Diagram)

A matematika a valds vildg modellezésének egyik modja amely hagyomdanyosan egyenlet formaju. Egy
problémahoz tobbféle modell 1étrehozasa is lehetséges. Egy bizonyos modell kivalasztasa valojaban a
modellkészit6é tapasztalatatdl, tudasatol fligg. Sokban segit a problémamegértésben ha létre tudunk
hozni fizikai modelleket, amelyek vizualizalisan is segitenek.

Példa: Ot személy van egy szobaban, akik kezet fognak egymassal, mindenki mindenkivel. Akkor hany
kézfogas lesz dsszesen? Mennyi lesz n személy esetén

Célszerli egy vizualis modell épiteni ugy, hogy lassuk kik fognak kezet. Ez egy tablazat lesz, ahol a
sorok és az oszlopok egyarant a személyek:

Dr. Gyarmati Péter 10. oldal 2012. januar 28.



I1
II1
IV
\Y

i i
i i
i i

\Y

I i | i]i
- 17

i

i

i
i
i
i

Az i jelenti a kézfogast. Onmagaval senki sem fog kezet, ezért liresen hagyjuk. Szamoljuk dssze: minden
sorban (oszlopban) négy van, tehat 5x4=20 kézfogas. Vegylik azonban észre, hogy minden kézfogas
oda-vissza szerepel a tablaban, ezért csak 20/2=10 kézfogas volt! Ez a matematika nyelvén egy
diagonal - atlés - matrix, amely szimmetrikus egy tengelyre nézve, azaz a tengely két oldalan lévik
egymasnak tiikorképei. Valoban, hiszen példaul az I-V kézfogassal szemben az V-I taldlhaté és igy
tovabb, tehat mindegyik kétszer fordul eld. Altalanosithatjuk akkor a szamitasunkat tetszéleges, n

) _n(n—l)
-ny=

L . . . . 1
szamu személyre a kézfogasok szama: —(n
2

Masik példa: Kifizethet6-e 1millié forint igy, hogy minden pénznembdl ugyanannyit adunk?

El6szor néziikk meg a pénzeinket: 5, 10, 20, 50, 100, 200 forintos érmék és 500, 1000. 2000, 5000,
10000, 20000 forintos bankjegyek vannak. Legyen a darabszam x! Most mar feldllithatunk egy
egyenletet: 5x+10x+20x+50x+100x+200x+500x+1000x+2000x+5000x+10000x+20000x=1000000
38885x=1000000 atrendezve: x=1000000/38885 nem oszthaté maradék nélkiil, tehat igy nem
fizethet6 ki! Erdekes, viszont, hogy 26x38885=1011010, azaz, ha minden érmébél 26-ot adunk, kivéve
egyegy darab tizezrest, ezrest, tizest, akkor egymilliot fizetlink Kki.

Ujabb példa vazlat, fizikai modell készitésével: Egy torony csicsat téle 100méter tavolsagra 60 fokos
sz0Og alatt 1atjuk. Milyen magas a torony?

Készitsiink abrat! Innen latjuk, hogy ez egy derékszogli haromszoget alkot: egyik befogoéja 100m,
amelyen talalhat6 a deréksz6g és a 60°-0s szdg, a masik befogo a torony magassaga.

Az erre érvényes szogfiiggvény: tg 60°=x/100, innen x=100tg60.
tg60 =+/3 =1,732 tablazatbdl, vagy mashonnan,
X tehat a torony magassaga x=173,2 m.

60
100

6. Rendezéses modszer.

(Table, Chart, List)

Bonyolult feladatok megoldasa esetén gyakran nem egyértelmiien atlathaték az adatok, illetve azok
lehetséges kapcsolatai, valtozatai. Ezért az adatokat valamilyen rendbe igyekeziink elhelyezni, hogy
észrevegylik a kapcsolataikat, logikai Osszefiiggésiiket, lehetetlenségiiket, stb. Ilyen rendezések
legegyszer(ibbike a kozonséges lista, az adatok egyszerii sorrendje. Alkalmazhatunk tablazatokat is,
ahol a két oldara felvett adatok egymas kozotti relacidjat tiintejiik fel és vozsgaljuk. Természetesen
lehetséges harom, vagy még tobb dimenzié hasznalata is, amelyek kezelése nehezebb. Az adatokat
halézatokkal is Kkifejezhetjiik, ha a kapcsolatok kozotti folyamatok vizsgalata vezet a probléma
megoldasahoz.

Példa: Két régen latott barat talalkozik, az egyik matematikus. A masik azt mondja, miéta nem
taladlkoztunk harom gyerekem sziiletett éveik szorzata 36, 0sszeg annyi, mint a hazunk ablakainak a
szama, amit te ismersz. J6l van mondja a matematikus, de ez nem elég, hogy kiszamitsam a korukat.
Nos, akkor itt van még egy informacio: a legidésebb gyerek kékszemi. Akkor mar tudom mondta a
matematikus. Vajon honnan tudta és mennyi a koruk?

1. Mittudunk? Az adataink: abc=36, a+b+c=?, a legid6sebb kékszem{i.

2. Készitsiink tablazatot a lehetséges megoldasokrol:
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I. | I | IIL | a+b+c
36 1] 1 38
18| 2| 1 21
121 3] 1 16
91 4] 1 14
91 2] 2 13
6|16 1 13
63| 2 11
41 3] 3 10

Vegyiik észre, hogy ha a matematikus ismerve a hazat 38, 21, 16, 14, 11, 10 ablakrél tudna, akkor mar
mondand is az eredményt. Ezért a haz ablakainak szama 13 kell, hogy legyen, mert ez a bizonytalan,
kettd van belble. Nézziik ezt a két sort: ha a legid6seb kékszemii, akkor csak a 9, 2, 2 johet szamitasba,
mert a masik sorban nincs legid6sebb (6,6,2). Tehat a harom gyerek 9, 2, 2 évesek. Ellendrizziik:
9x2x2=36.

Egy masik példa: Mennyi id6 alatt éri utdl a 45km/6 sebességgel halad6 jarmii a 30km/6 sebességiit,
ha az egy 6raval el6bb indult?
Készitsiink tablazatot az adatokbol:

auték/orak | 1 | 2 | 3 | 4
30-as auté | 30 | 60 | 90 | 120
455sauté | 0 | 45| 90 | 135

Az els6 6ra végén a gyorsabb auté éppen indult, a masodik éra végére 45km-t tett meg, mig a harmadik
végén 90-et. Ennyit tett meg éppen a lassabb jarmi , tehat hdrom 6ra mulva taldlkoztak.

Ha nem taldltunk volna egyezést, akkor érdemes az id6egységet finomitani az egyezés kozelében - a
nalanal kisebb és a kovetd nagyobb érték kozott egészen a vart pontossagig.

7. Képlet alkalmazasa.

(Formula)

Ez az egyik leghatékonyabb eszkoz, amely rendelkezéstlinkre all, hiszen csak annyit kell tenniink, hogy

a megtalalt képletbe behelyettesitjiik a probléma adatait, majd kiszamitjuk az eredményt. A képlet

nem mindig implicit formaban van, akkor azonos atalakitassal juthatunk el a megfelel§ kifejezésre.

Gyakori feladat a mértékek atszamitasi feladata a kiilonb6z6 mértékegységek kozott, példaul az autok

teljesitményénél 16er6ho6z vagyunk szokva, azonban az j szabvanyok a kilowattot preferaljak.

Kinézziik a konyvbdl, hogy 1LE=1,36kW,

1. Egy 80kW teljesitményi auté motorja hany LE-s? 1,36x80kW= 108,8LE ~ 109 LE

2. Egy 80LE-s motor hanykW-os? Ezt mar nehezebb megoldanunk, at kell a képletet alakitani igy:
1kW=1LE/1,36 és innen 80LE/1,36=58,8kW ~ 59 kW

8. Kiszamolas modszere.

(Compute, Simplify)

I[lyen feladatokndl, a szamolasi szabalyok alkalmazasaval jutunk eredményre, vagyis a probléma
kozvetleniil, implicit, adott.

Példa: mekkora a téglatest térfogata, ha az oldalai 3,4, 5 méteresek?

A térfogat az oldalak szorzata: 3x4x5 = 60 m.

Egy kicsit bonyolultabb példa: igaz- e, hogy «/g + \/E = \/5 ?

Alakitsuk 4t az egyes kifejezéseket: \/2T +4/2.3" =+/2.57 , kiemeljiik a V2t 22432 =52, vegyuk
észre, hogy ez oszthatd \/5 -vel, marad 2 +3 =5, tehat helyes az allitas.

~~ A~~~
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