Gddel-tétel.
Az elddnthetetlen problémakrdl.

Emlékezziink, a természetes szamok és a szamelmélet része egy j6l megalkotott
axiomarendszernek, amely tartalmazza mindazt, amire csak szikség lehet és legjobb
szandékunk szerint ellentmondas sincs benne. Fontos még, hogy minden allitas egy-egy
jelsorozatot képez, azaz az axiomadkat a szimbolikus logika nyelvén adtuk meg.

Rendeljiink e jelsorozatok mindegyikéhez egy-egy szamot, példaul: a matematikai és logikai
jeleknek feleltessiink meg sorban térzsszamokat. A szamokhoz elég az 1 is, mert a t6bbi
eldallithatd egyszerl hozzdaddssal, igya2>1+1,a3>1+1+1,ésigytovdbb. Az egyenldség
jelnek feleljen meg a 2, a nem jelének a 3, az 6sszeadds jelnek az 5 és igy tovabb. Tulajdonképen
mindegy, hogy milyen sorrendben tessziik. A jelek utan feleltessiink meg a rendszer dllitasaiban
el6fordulé nem ismert értékeket jelz6 betliknek, x, v, ..., stb., tovdbbi torzsszdmokat.

Az eredmény az alabbi tablazat lesz:

1 -> 1
= -> 2
- > 3
+ > 5
X -> 19
y —> 23

Példaul tehat kiolvashatd, hogy az 1 = 1 formuldnak az 1, 2, 1 szdmharmas felel meg.
Osszetettebb kifejezés esetén hosszabb lesz a szdmsor.

Képezziink a szamsorbdl egyetlen szamot, olyat, amelyikb8l alkalmas eljarassal vissza
kaphatjuk az eredetit! Legyen ez az eljards a torzstényezOkre bontds: vegyik sorban a
primszamokat mindegyiket akkora kitev8re emelve, amekkorak a szamsorunk tagjai.
Példankban vesszik a 2, 3, 5 torzsszamokat mindegyikét sorban akkora kitevdre emelve,
amekkordk 1, 2, 1 szdmharmasunk tagjai: 2'.3%.5' = 10.3* = 10.9 =90. Az 1 = 1 formuldnak tehat a
9o-es szadmot feleltetjik meg. Az eredeti szamsort koénnyen fel lehet ismerni, ha
torzstényezgire bontjuk: 90=2. 45 =2.3.15=2.3.3.5=2".3°.5". A szdmsorunk tehdt harom elembdl
all és értékei, rendre: 1, 2, 1. Ezt a szdmhdrmast az eredmény tadblazatbdl visszaforditva az 1 =1
formulat kapjuk.

Bizonyitas.

(1) A szam képzése a térzstényezdkre bontds forditott mivelete.

(2) A hatvanyozds a szamsor eredeti sorrendjében a primszamok névekvd sorrendjében
torténik, a forditott mivelet nem valtoztat ezen.

Barmely allitasnak, amelyet a tabldzat segitségével kddolunk és a fenti Uton atalakitunk egy-egy
szam felel meg.

A rendszer minden éllitdsdnak egy-egy szam felel meg igy. Es hasonléan feleltethetiink meg
minden bizonyitdsnak is egy-egy szamot. Hiszen egy bizonyitds - formailag tekintve - nem
egyéb, mint néhany 4llitds egymasutdnja (ahol is az utolsé allitds az el6z6kbdl kdvetkezik). Az
allitdsoknak pedig mdr szamokat feleltettiink meg, és igy, ha példaul harom allitasbdl all egy
bizonyitds, akkor egy szamhdrrnas fog megfelelni neki. Egy szamhdarmast pedig teljesen az
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el6bbi mddon olvaszthatunk dssze egyetlen szamma dgy, hogy e szambdl barmikor fel is lehet
ismerni az alkotdrészeit: csak meg keil csindlnunk a torzstényezds felbontdasat.

Ha példaul egy rettenetesen nagy szamrdl mar tudjuk, hogy valamelyik megfeleltetésben
el6fordult, tovabbad volt olyan angyali tlrelmink, hogy megcsindltuk a tdrzstényezds
felbontdsat és ezt kaptuk: 29°0° °9° 000 900900 399 "akkor elészor is latjuk, hogy a kitevék nem
torzsszamok, tehat nem egyszerd allitasnak felelt meg ez a szam, hanem bizonyitasnak.
Mégpedig olyan bizonyitasnak, amelyben mind&ssze két allitas szerepelt: azok, amelyeknek a
kitevékben fellépd 90 000 000 000 000 000 000 illetéleg 90 felel meg. Ha e két szamot torzs
tényezdkre bontjuk, visszanyerhetjiik bel8lik a megfeleld allitdsokat. Az elsében tizenkilenc o
van, tehdt ez 9.10"°=3%2".5" hiszen 10 = 2.5; az alapokat nagysag szerint rendezve: 2"°.3°.5" a
kitev6kben tehdt a 19, 2, 19 szamhdrmas szerepel. A masodik szam felbontdsa mdr ismerdsiink:
90 =2'.3%.5', tehat ez az 1, 2, 1 szdmhdarmasbdl épiilt fel. Megismétlem a szétart:

1 > 1 Kiolvashatjuk bel6le, hogy az els6 szam-
= ->2 harmas, azaz

- >3 19,2,19

+ ->§ azx=x

------- formulanak, a masodik szdmharmas, azaz
X -> 19 1,2,1

y > 23 az 1=1

-------- formulanak felel meg.

Ez a bizonyitds tehat mindodssze ennyit mondott: abbdl, hogy tetszés szerinti x mellett x=x, az
kovetkezik, hogy 1=1.

Ez bizony még elég szanalmas kis bizonyitdas és mar ehhez csillagaszati nagysagu szam
tartozott; képzelhet8, mekkora szam felel meg egy valamirevalé bizonyitasnak.

De a [ényeges az, hogy tudjuk: rnégis megfelel neki valami hatarozott szam, és ebbdl a szambdl
- ha egy emberélet alatt nem is, de legaldabb elvben - rekonstrudlni lehet a bizonyitast.

igy lehet leforditani a rendszer formuldit és bizonyitdsait bizonyos természetes szédmokra. De
mire j6 ez?

A metamatematika a rendszert kivilrél vizsgdlja ; az 6 allitasai a rendszer ilyen és ilyen alaku
formuldirdl, bizonyitdsairdl szélnak. Most ezeket az allitasokat a szdtdr segitségével at lehet
fogalmazni dgy, hogy ilyen és ilyen torzstényezdkkel rendelkezd természetes szdmokrdl
szdljanak.

Példaul, amint a rendszer jeleivel felirhatd formuldkat vizsgdlgatja a metamatematika,

megallapithatja, hogy az 1 =1 és a —(1=1) jelsorozatokkal évatosan kell banni, mert egyik a
mdsiknak a tagaddsa. Mar lattuk, hogy 1=1 —-nek 2'.3%.5'=90 felel meg.

A szétér szerint (ha eltekintiink attdl, hogy a zarjelek is jelek, (ezeknek is bizonyos szamokat
kellene val6jaban megfeleltetni), akkor:

1 ->1 a

=->2 = (1=1)

- >3 formulanak a
+ > 5 3,1,2,1

------- sorozat felel meg, vagyis - az els6 négy
tOérzsszam 2,3,57

lévén - a 23.3'.5%.7" szam.
Szamitsuk ki ezt is: 2°.3".5%.7'=2.2.2.3.5.5.7=10.10.2.3.7=4200
Allitsuk még egyszer egymds mellé a torzstényezds felbontdsokat: 9o = 2'.3%.5" és

4200=23.3".5%.7".
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Tehdt azt a metamatematikai allitast, hogy ,,az 1=1 és — (1=1) alaku jelsorozatok egymds

ellentétét fejezik ki", igy lehet dtfogalmazni: ,,90 és 4200 olyan szdmok, hogy az utébbinak torzs
tényez8s felbontdsa 2>-al kezdddik, az ezutdn koévetkez8 térzsszdmok kitevdi pedig sorra
ugyanazok, mint a 90 torzstényezds felbontdsdban szerepl6 kitevdk."

Ebben az utdbbi mondatban mar nyoma sincs metamatematikdanak, ez tiszta szamelméleti
allitas. A vizsgdlt rendszer pedig éppen arra vald, hogy a szamelméleti allitasokat meg lehessen
fogalmazni benne. Tehdt ezt a mondatot is fel lehet irni teljesen a vizsgalt rendszer jeleivel ugy,
hogy egyetlen sz6 sem marad benne. Egyike lesz a k6zdnséges, szlrke jelsorozatoknak; nem
ldtszik meg rajta, hogy milyen kétértelmi. Pedig kétértelmii: kétféle szdveg is kiolvashatd
beléle. Az egyik a szamelméleti sz6veg, ami a rendszer minden formuldjabdl kiérezhetd, ha
visszagondolunk arra, hogy milyen tartalmuk volt eredetileg a jeleknek; a masik az, amit a
benne megtestesitett metamatematikai allitas mond ki.

Es amint Godel az ilyen kétértelm( jelsorozatokkal és a nekik megfelels szdmokkal
jatszogatott, rdbukkant egy szdmra - nevezziik Gédel-szamnak (valéjdban pontosan tudjuk,
hogyan éplil fel térzstényez6kbdl, de a kiszamitdsahoz egy emberélet sem volna elég) - és
észrevette, hogy ez a kovetkezbket adja, ha az el6bb targyalt mondat mintajara a rendszer
jeleivel irjuk fel ezt a metamatematikai allitast:

,»A Gddel-szamnak megfeleld formula nem bizonyithaté be a rendszerben"

- és megnézziik, hogy az igy nyert formuldnak a szétdr szerint milyen szam felel meg, amulva
fogjuk tapasztalni, hogy éppen a Gédel-szam. Tehat a ,, Godel-szamnak megfelel6 formula":
maga ez a formula, igy kereken ezt mondja ki az egyik értelmével:

,,En magam nem vagyok bizonyithaté."

Ertsiik meg, ez nem jaték a szavakkal, nem szofizma, egy kézénséges sziirke formula van
el6ttiink, egy letagadhatatlan jelsorozat, olyan mint a tobbi. Csak ha megnézziik a szdtarunk
segitségével, hogy miféle kétértelmliséget csempészett bele ebbe a jelsorozatba a
metamatematika, akkor vessziik észre, hogy artatlan képével ezt a furcsa széveget dudolja:
,,En nem vagyok bizonyithatd."

Nem csoda, hogy ez a formula eldonthetetlen a rendszerben, barmily drtalmatlan szamelméleti
allitast fejez is ki a masik értelmévé!. Mert ha bizonyithatd volna, ez ellenkezés be keriilne azzal,
amit a formula metamatematikdt értelme mond ki, hiszen ez éppen az, hogy 6 nem
bizonyithaté. Ha pedig megcdfolhaté volna, ez a cdfolat éppen megerdsitené az 6
metamatematikai allitasat, hogy t!, nem bizonyithatd; tehdt éppen a cdfolat bizonyitana 8t be.
Sem bizonyitani, sem megcafolni nem lehet: eldonthetetlen.

Ismét hangsulyozom: ha nem jut eszilinkbe a szétdr, ez egy k6zonséges, sziirke formuldja a
rendszernek: dsszeadasokra és szorzasokra vonatkozd artalmatlan szamelméleti allitas. Ilyen
alakd elddnthetetlen formuldk Iétezését bizonyitotta be Gd&del minden valamirevald
rendszerben. Nincs kizarva hogy kézéjuk tartozik példaul a Goldbach-sejtés is: lehet, hogy ezt
azért nem sikerllt mindmaig eldénteni, mert ha axidmarendszert hamoznank ki mindazon
eszkdz6kbdl, amikkel eddig e sejtés koriil kisérleteztek, akkor a szétaron at éppen 6 dudolna:
,,En nem vagyok bizonyithaté a rendszerben."

Ugyanez vonatkozik barmely eddig el nem doéntétt problémara; e lehet8séggel szembe kell
néznie minden matematikusnak.

Elképzelhetd volna még egy ellenvetés: mindez csak az axidmarendszerek hianyossaga.
Bizonydra el lehet donteni az ilyen Gddel-problémakat is, ha nem k&tjik magunkat valami
axiomarendszerhez. Nos hat Church olyan problémat is konstrualt, amely a ma elképzelhetd
matematikai okoskoddsok egyikével sem donthetd el, egészen fliggetlenil attdl, hogy
kovetkeztetéseink valamilyen axiomarendszer keretei k6zé szorithatdk-e.
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Itt kell befejeznem az irdst: a mai matematikai gondolkodas korlataiba titkoztiink. Korunk a
tudatositds kora, e téren a matematika is megtette a magdét: 6 maga tarta fel sajat
képessegeinek hatdrait.

De vajon végleges akadalyokba utkoztiink-e? A matematikatorténet minden eddigi
zsakutcdjabdl volt kivezetd ut. Church bizonyitasanak is van egy igen elgondolkoztaté pontja:
pontosan meg kellett fogalmaznia, hogy mit tekintsiink ,,ma elképzelhetd matematikai
okoskodas”-nak, ha erre a fogalomra a matematika eljarasait akarta alkalmazni. Amint valamit
megfogalmazunk, mar kériil is hataroltuk. Es minden kerités sz(k. A felbukkané eldénthetetlen
problémak kibudjnak aldla.

A kereteket majd bizonyara tagitani fogja a jovd fejl6dés, ha ma még nem is latjuk: hogyan. Az
orok tanulsag: a matematika nem sztatikus, zart, hanem éI8, fejl6d6 valami; barhogyan
prébaljuk zart formdba mereviteni, taldl maganak rést: elevenen robban ki beldle.
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