A Neumann hierarchia és univerzum.

Létesités.

Emlékezziink, barmely halmaznak lehetnek halmaz elemei, valamint létezik az lres halmaz,
amelynek nincsen eleme.

Képezziink sorozat halmazokat kindulva az lres halmazbdl, az elsd tartalmazza az res
halmazt, majd az azutan kdvetkez6 halmazok rendre tartalmazzak az dssze el6z6 halmazokat
és igy tovabb a végtelenségig:

0: {3 az tires halmaz
1 {3} halmaz, amely tartalmazza az iires halmazt
2: {3,{31} halmaz, amely tartalmazza az &sszes el6z6t

3: {3,{0L{3{311} és igy tovdbb a végtelenségig...

Vegyilik ezeknek a halmazoknak a teljes — végtelen — gy(ijteményét és alkossunk bel6le egy
halmazt. Ez a halmaz a készlete az 6sszes véges sorrendnek (finite ordinals).
Ezt nevezzik Neumann-hierarchidanak.
Tulajdonképpen tekinthetjik ezt egyben a természetes szamok halmazelméletei definicidjanak
is.
Bizonyitas.
Vezessuk be az aldbbi egyszer(sitd jelolést:

(1) Jeldljuk az tres halmazt igy: o.

(2) Az ires halmazt tartalmazé halmaz akor {0} és jeldljik igy: 1.

(3)  Akovetkezd halmaz akkor {0,1}=2 és {0,1,2}=3 és igy tovabb.

(4) Altaldban n € Nesetén n+1={0,1,2,3,...,n}
Tehat minden sorszam egy halmaz, amelynek tartalma az 6sszes nala kisebb sorszam. Masként
fogalmazva minden egymast kdvetd sorszdm az el8z8 sorszam hatvany halmaza.
Kovetkezmény.
Ez az architektira egy Peano-axidmaknak megfelel6 modell, érvényes tehdat az aritmetika is,
amely azonos a véges sorszamok aritmetikajaval. Ez azért érdekes, mert a Neumann
architektdra tovabbfejlesztése ennek nem mond ellent, s6t feltételezi. Ennek fontossagat
kés6bb latjuk.
Tovdabbfejlesztés.
Lattuk, hogy a Neumann architektura az 6sszes véges sorrend halmaza, amelyben minden elem
halmaz, az 0&sszes el6z8 sorrendje. Tekintsik most ennek a hatvany halmazat, amely
tulajdonképpen szintén egy sorrend - amely tdl van a véges sorrenden, tehat nem
soronkdvetkezd, hiszen ilyen mar nincs! Mégis sorrend, mert ugyanugy képeztiik, ahogy az
el6z6ket. Nevezzik hatdrsorrendnek és jeldljik w-val. Mi is ez? Tulajdonképpen ez is egy
sorszam, amely a legnagyobb véges utan kovetkezik, vagyis ez az els6 végesen tdli szam:
transzfinit-szamnak nevezziik.
Most utalok vissza korabbi kdvetkezménylinkre: mivel semmi olyat nem tettiink, tehat itt is,
erre is érvényesek az aritmetika szabalyai, azaz 1éteznek és érvényesek példaul az w+1, vagy az
w.w és az w” kifejezések.
llymédon az w-val folytathatjuk a mostmar transzfinit sorrendek képzését, sét eljuthatunk egy
transzfinit hatarsorrendhez is, és igy tovabb a ,,végtelenségig” és azon tul!
Halmazok egész univerzuma konstrudlhatd ilymdédon, amelyek ©6rokdlt jolrendezési
tulajdonsaggal rendelkezd halmazok teljes osztdlya és természetesen Neumann univerzumnak
nevezzik.
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