Beszélgetések a matematikardl: Jaték a végtelen?
l. rész

,,Felliletesen nem lehet matematikdt olvasni, a kényszer(i absztrakcié
mindig bizonyos énkinzdssal jdr, és matematikus az, akinek ez az
6nkinzds 6rémet okoz. Még a legjobb népszer(i kényvet is csak azok
fogjak kovetni tudni, akik egy bizonyos fokig vdllaljdk ezt. Akik
vdllaljdk a keserves silabizdldst mindaddig, mig a képlet értelme meg
nem vildgosodik el6ttiik.”

Péter Rézsa: Jaték a végtelennel

Bevezetés

Koézismert, hogy igyeksziink minden dltalunk alkotott szabdlyt végérvényesnek, univerzalisnak,
orokkétartonak tartani és az igy kimondottakat minden tovabbi 1épésben feltétlenil igaznak tekinteni
és hajlamosak vagyunk minden tovabbi cselekedetlinket — koztiik a szabdlyalkotdst is — ezekkel a
kordbbi tézisekkel alatdmasztani. Tehdt azt allitjuk és az intuicidink erre késztetnek benniinket, hogy
hozott szabdlyaink, felismert térvényszeriiségeink hatdrtalanul igazak és térben, id6ben végtelenek.

Valéban kényelmes 3lldspont ez a végtelenség! A végtelen hidnya esetén a dolog korldtos és a szabdly,
torvényszer(iség feldllitdsakor meg kellene hatdroznunk az érvényesség korldtait is. Aki valaha is
résztvett alkoté munkaban tudja, hogy a legnehezebb minden alkotdsnal annak érvényességi hatalyat
megmutatni. A probléma kettds: egyrészt a dolog soha sem izoldlt és kélcsdnhatdsban van mas, itt nem
vizsgdlt dolgokkal, masrészt azonnal felmeriil a kérdés, hogy mi van, lesz a korlatokon tul.

Intuicidink helyettesitésére adott lehet az axiomatikus mddszer, amikor meghatdrozzuk azt a
»kornyezetet”, vagy ha ugy tetszik korldtokat, amelyben érvényesek lehetnek alkotdsaink. Mas kérdés,
hogy ezek tovadbbi absztrakciét jelentenek és még messzebb visznek a valésagtdl. Univerzumunkban
egyre tobb olyan feladat, probléma mertil fel, amelyek nem oldhaték meg spekuldcidk nélkiil és az igy
nyert tételek, sejtések utébb kertiilhetnek valds igazoladsra. Ez ma a jarhaté tudomanyos szintézis.

A végtelen 6rokérvényl kivancsisdga az emberiségnek, ,,igazi” megoldds még eddig nem sikerdilt talalni.
Az egyik legreménykeltdbb szdndék vezetett a halmazelmélet kialakuldsdhoz, majd természetesen
tovébbi elméleti eljdrdsokhoz és taldn még fog vezetni. Ugy tiinik, hogy a végtelen végtelen tered ad a
kutatdsoknak. Ebben a tanulmdnyban megkisérelek attekintést adni a végtelennel &sszefiiggd
kutatdsokrdl, eredményekrdl, felfogasrdl.

Kérdéseket a halmazelmélet segitségével fogalmazom meg, Ugy, hogy miél szélesebb koérben
attekinthet8, megérthetd legyen.

Itt vannak példaul a végtelen sorozatok, a hatarértékek, amelyekkel bizonyos esetekben tudunk banni,
de nincsenek dltalanos megolddsuk. A kérdés tehat, hogy a halmazelméleti eredmények alkalmasak-e,
jok-e végtelen halmazok esetében is? Végtelen egy halmaz, ha elemeinek szdma végtelen.

Ha a végtelen halmazhoz tovabbi elemeket adunk, akkor nagyobb lesz a halmaz, vagy mégsem? Ha
nagyobb, akkor mennyivel? Aztadn a végtelen halmaznak van-e részhalmaza és az mekkora? Szdval
mindjart baj van a halmaz aritmetikajaval, legaldbbis a végtelen esetében és ha baj van, akkor az egész
kérdésessé valik. Rdaddsul mds problémak is felmeriiltek - logikai ellentmonddsok - azok targyaldsa
nem témank ebben a tanulmdanyban.

Kérdések és kivancsiskodas.

A technika, a tudomany, az alkotdi folyamatok fejl6dése, vdltozdsa nem all meg és mindig sziiletnek
Ujabb eredmények, ez a matematika teriiletén sincs masként, igy a végtelen kérdése is foglalkoztatja a
tudds kézvéleményt.

Dr. Gyarmati Péter 1. oldal 2014. janudr 23.



Tekintsik at, mit is tudunk a végtelenrdl és azt is, hogyan banunk vele, no meg egyaltaldn minek is van
ra sziikségiink.

Mar a kisgyerek is tudja, hogy a szdmolds sohasem fejezhetd be: mindig ,,hozz4 lehet adni még egyet” —
azt mondjuk, hogy végtelen. Aztan azt is hamar megtanuljuk, hogy vannak olyan geometriai mértékek,
amelyeket nem tudunk pontosan kiszamolni, kifejezni a szokott szamainkkal akdrmilyen pontossaggal
végezzilk a szamoldst, mindig egy kicsivel, - azt mondjuk végtelendl kicsivel — kevesebb, vagy éppen
tobb lesz. Tehat gyorsan megtanuljuk és megértjiik a nagyon-nagyon nagy és a nagyon-nagyon Kkicsi
fogalmat: végtelendil nagy és végtelendl kicsi — igy mondjuk.

Rendben van, de mégis mekkordk ezek és hogyan lehet 6ket hasznalni, hogyan lehet veliik szdmolni? Ha
a végtelen nagyhoz, vagy a végtelen kicsihez hozzdadunk, vagy kivonunk bel8le valamennyi végeset az
Osszesen mennyi lesz? Vagy végtelen meg végtelen az két végtelen? Akarmilyen nagy, vagy kis
szamokkal, mint egységgel, éppolyan mddon szdmolunk, mint a természetes szamokkal - igy tanultuk
és bizonyitottak eleink. Ha a fényév, vagy a gigabdijt az egységiink, attdl a szamolds mddja nem valtozik!
Erezziik ugyanakkor, hogy a végtelen esetében ez nem miikddik!

Ha valami véges, akkor van korldtja, ameddig ,,ér”, példdul a természetes szamok egy véges
részhalmazdban mindig van legaldbb egy legnagyobb és legaldbb egy legkisebb természetes szam
(bizonyitas). Tehdt azt mondatja vellink az intuiciénk, hogy ha valami véges, akkor van széle, pereme,
korldtja — ahol véget ér. Ha valaminek nincsen ,,ilyenje”, akkor az nem lehet véges, azaz végtelen!

Régdta tudjuk, hogy ez az intuiciénk téves, hiszen példdul a Fold tudomanyok azt a képtelenséget
allitjak, hogy a Fold véges és mégsincs széle, nem tudjuk leldgatni a peremén a [dbunkat. Ha nincs vége,
akkor végtelen - tanultuk mashol!

Ez a geometria gombje, mert a Fold ilyen: akdrmerre mész mindig visszajuthatsz a kiindulé pontba
anélkiil, hogy visszafordulnal. Ez egy ,,végnélkiili” vildg! Persze sok mads ilyen paradox idomot ismertink,
nem csak test, de sik formajaban is — a M8bius szalag eléggé kdzismert példa.

Akkor a vilagunk véges, vagy végtelen, esetleg paradox idomu? Kiséreljilk meg elgondolni!

1. A vildgunkban a létrejovés, a megjelenés, az elmllds, az eltiinés természetes jelenségek. Minden
valahol, valamikor keletkezik és egy idd utdn megsziinik. Ennek barmilyen ellentmonddsa csak ugy
lehetséges, ha a dolog a végtelenbdl jonne, oda térne vissza.

2. Vajon az id6 mikor kezdddott és mikor van, lesz vége? Vagy ez csak az ember képzeletének
szlileménye: barmikor kezdhetiink idét szdmlalni és barmikor abbahagyhatjuk, ez tékéletesen megfelel
a szemléletiinknek. Az idGvel tetszésiink szerint banhatunk, ,,pusztan’” csak annyit kell tudnunk, hogy az
id6 sorrendjében megfigyeltek nem fordithatdk visssza, taldn ugyanigy meg sem ismételhetéek és ami
megtortént az nem valtoztathatd meg.

3. Az id6h6z mértéket taldltunk ki és a természet adott ehhez fogodzdt: nappal-éjjel, hold, csillagok,
majd mindenféle ember alkotta szerkezetek. Az id6mérés tehat véges, mig az idérél nem allapithatunk
meg ilyet! A végtelen id§ az O6rokkévaldsag? Aztdn itt van a rovid id6 kérdése: van-e legrévidebb?
Barmily furcsa, de a folyamatossdg és a folytonossdg értelmezése enélkiil nem lehetséges. Ha van
legkisebb egységiink, akkor nem tudjuk megmondani, hogy egy dologgal mi térténik ezen egység ideje
sordn, tehdt a jelenség szakaszos lesz, csak ilyen ,ugrdsokkal”, kihagyasokkal tudjuk meghatarozni.
Marpedig folytonos csak az lehet, amelyrdl tudjuk, hogy az adott pillanathoz barmilyen kis tavolsagra is
»ugyanugy viselkedik”, széval tudjuk hogyan. Ha nem igy van, akkor csak azt mondhatjuk, hogy elvdrjuk,
azt hissziik, feltételezziik, ugy gondoljuk, eddig mindig igy volt, stb. Megint egy ujabb problémdba
Utkoztlink a végtelen teriiletén, a folytonossag altaldnos érvényl meghatdrozasa problémajaba.

Tehdt azt l3tjuk, érezzik, s6t tudjuk, hogy a végtelen esetében mar nem kovethetdk addigi
mddszereink, azok masként mikddnek, széval belelitkdziink intuicidink korlataiba! Valahogyan masok a
kisebb, nagyobb, egyenld fogalmaink és nem érvényes a megszokott aritmetika sem.

Taldn a korlat, a massag nem a dolgoknal van, hanem benniink, a megszokdsainkban. Ha a dolgok nem
véltoztak, akkor nekiink kell masként gondolkoznunk. Ha a szemléletiink nem segit, bizzuk magunkat a
szellemiinkre: alkossunk végtelent, amely ,,gyliimolcs6zz6n és sokasodjon és toltse be a Foldet” — a
tudomanyt (Mdzes 1. ..?).
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Az alkotdsbdl az irodalom is kivette a részét.
Jonathan Swift (1667-1745) igy magyardzza nekiink:
Tudds kdnyvekben ez All:

Bolhat kisebb bolha zabal,

E kisebbet (izi hasonlé fatum,

S igy megy ez ad infinitum!

Téth Arpad a némileg szomorubb oldalét tekinti:
0, jaj, barétsag és jaj szerelem!

0, jaj az ut lélektsl [élekig!

Kiildozziik a szem csiliggedt sugarat,

Es kdzottiink a roppant, jeges Gr lakik!

On-line konferencia.

A kozelmultban  érdekes on-line konferencia-sorozat kezdd6doétt a University of Cambridge
gondozdsaban, amelynek kérdése: [|étezik-e végtelen a
természetben?  Filozéfusok,  kozmoldgusok,  fizikusok,
matematikusok mondjuk el tébb-kevesebb tudomanyos bazisra
tdmaszkodva véleményiinket, elképzelésiinket. Bizonyitékunk
nincsen sem a vildgmindenség  végességére, sem
végtelenségére, minden prdébdlkozasunk spekuldcié és nem
természettudomanyos igazsag. A legtébb fizikus az
Univerzumunk, keletkezését a Big bang-el, mintegy 13,7 millidrd
évvel ezelbttre érti, amelynek szamos jele van és a
relativitdselmélet allitasaival is dsszhangban van. Az ismert
dllandék - a fénysebesség és madasok mutatjdk, hogy az
Univerzumunknak volt kezdete, van némi folytonossaga és
vannak korlatai. Ez azonban felveti egy ciklikussag gondolatat,

» : nevezetesen, a mi Univerzumunk mellett, vagy el8tte-utana
Ujabb, masik univerzumok lehetségesek. Mindenesetre a természettudomdnyok alapjat képezd
mérhet8ségi elvbe illeszkedd nagysagokkal taldlkoztunk eddig kizardlag, legyenek azok akdrmilyen
nagyok, vagy éppen pardnyiak. Ha taldlkozunk méretlenekkel, akkor azokat éppen csak nem mérték
még meg, azok mérhet6ek — mensurabilisek.

May 31, 2013

Néhany sz6t kellene még forditanunk az idére, az id6 természetére, amelyrdl mindannyiunknak a
megdllithatatlansaga, az egyenletessége, az irreverzibilitdsa, visszafordithatatlansaga jut esziinkbe.
Vajon létezb-e, van kezdete és van vége? Vajon van-e legrévidebb és melyik [étezik, az id8k végezete,
vagy 6rokkévaldsaga.

Eddigi megdllapitasunk tehat az, hogy a mérhetd Univerzumunk véges: térben és id6ben egyarant!
Allitdsunk eleget tesz a kiilénbdz8 irdnyzatoknak: a materialistak anyag elsbbségi elve érvényesiil és az
idealistak szamadra is csak annyi a megszoritds, hogy eszméjiik, vagy az istenség mérhetetlensége,
orokkévaldsaga a vildgunkon kivil taldlhatd. Egyetértés van tehat, hogy az Univerzumunk, benne a
fizikai vildgképiink, a relativitds-elmélet ellentmondasmentes.

Megallapitasunkbdl azt a kdvetkeztetést is levonhatjuk, hogy a végtelen és fogalma emberi spekuldcid,
gondolat, amely kdznapisaga mellett mégis nehezen érthetd, értelmezhetd, mégis jol alkalmazhats. A
végtelen a tudasra vagyds — a matematikosz — 6r6kds targya, témai kezdetektdl fogva a legnagyobbndl
is nagyobb-, a legkisebbnél is kisebb- és a folytonossag fogalmak minél szigorubb és pontos
magyardzata, megértése.
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A végtelen forrasai
1. Az id6 természete: irreverzibilis, egyenletes folyamat.
2. A terjedelem hatdrtalan osztdsa, és a forditottja, a hatartalan sokszorozas

3. Vildgunkban a létrejovés, a megjelenés, az elmulds, az eltiinés természetes jelenségek. Ennek
barmilyen ellentmonddsa csak tgy lehetséges, ha a dolgok a végtelenbdl jonnek, oda térnek vissza.

4. Minden végesnek van korldtja, az, ami a dolog utdn van. Tehat minden utdn mindig van valami: ez
éppen a korlatja, ami téle kilonbozik.

5. Az emberi kivdncsisdg ott van a fejekben és ez a végtelen kérdéseire is irdnyul. Nem valtozik, amig a
kivdncsisdg onnan nem tavozik.

6. A tudomany kényelmessége, mert szabdlyaink, a felismert torvényszerliségek hatdrtalanul igazak,
vagyis térben és id6ben végtelenek. A végtelen hidnya esetén a dolog korldtos és a szabadly,
torvényszer(iség feldllitdsakor meg kell hatdrozni az érvényességi korldtokat is! A szabdlyok,
torvényszerliségek, tehat nem ,,6rokkévaldak’”, végesek, fel kell tenniink, hogy bizonyos korldtokon tul
masként alakulnak, alakulhatnak. Az axiomatikus mddszer éppen ezt tikrozi! Az axiomdkkal
meghatdrozzuk azt a kdrnyezetet, vagy ha ugy tetszik korlatokat, amelyekben érvényesek lehetnek
alkotdsaink, dolgaink.

Tehat Osszefoglalva a végtelenre sziikségiink van, akdr véges, vagy végtelen az Univerzumunk, akar
létezik végtelen mennyiség benne, akdr nem. A végtelennel foglalkoznunk kell és ezt teszi az emberiség
a torténeti idék kezdete dta. Ebben a tanulmanyban ezeket az eredményeket kivanom &sszefoglalni,
attekintést adni, bemutatni az elért eredményeket és rdmutatni a foloytatds némely lehet8ségére.

Avégtelen torténeti dttekintése.
1. Okor

Ismereteink ie. 500-300 kortiili évekrdl szdl. Leukippos, eleai Zenon, Demokritos, Platon, Aristoteles,
Euklides, Archimedes t6bb kevesebb fennmaradt m(iveibdl szarmazik.

Aristoteles (ie. 382-322) a Physics kdnyvében (3. konyv, 6. fejezet) igy ir: A végtelen létezési mddja
legdltalanosabban az, hogy egy dolog mindig vehetd egy masik utan ugy, hogy minden ilyen dolog
mindig véges és kiilonbdzd. Egy példa erre a szdmok korébdl: egy szam mindig hozzadadhaté egymas
utdn egy sorozatban, amely 1, 2, 3, ... kezdddik, de a hozzdaddsi eljdrdas nem fejez6dhet be, nem
merilhet ki.

p—

1
Egy masik példa osztdssal: 1, 5, Z, , ... 0sztds Ujbdl és Ujbdl elvégezhets, az osztasi eljards

nem merdl ki, nem fejezédik be.

Tehat a végtelen az, ha mindig van valami sajat maga utan! Ez az értelmezés egyarant érvényes a
végtelen nagy és a végtelen kicsi irdnyaban.

Aristoteles megdllapitdsa szdmos kérdést vet fel: A példakban a [épések diszkrétek. Vajon mekkorak
ezek? Létezik-e legkisebb 1épés, vagy folytonossa valik ez az egymdsutdnisdg? A masodik példanal
[attuk, hogy létezik végtelen kicsi mennyiség is, tehat értelmezhetjik a folytonos fogalmat.
Aristotelesnél a CONTINUA, a folytonos mennyiségek a vonal. a sik, a test, a kiterjedés, a mozgds, az id6,
a tér, de a szamok és a beszéd is folytonos. Mas megfogalmazdsban az id6 és a tér, mar létezésiik okdn
folytonosak olyan értelemben, hogy részeik ,,csatlakoznak egymdshoz valamilyen k6z6s hatdron”. A
diszkrét részek nem rendelkeznek ilyen tulajdonsaggal.

Ugyes megfogalmazds ez, mert elkeriili az atomok, az oszthatatlansidg problémdjit, s6t éppen a
végtelen oszthatdsag a folytonossdg ismérve. Ez az egyformasdg tétele — isomorphism thesis. Ennek
kdvetkezménye lenne, hogy csak az Egy létezik a folytonossdg miatt, amely oszthatatlan, pedig
nyilvanvald, hogy a vildagunk oszthatd részekbdl all. Az ellentmondds felolddsa az atom, a legkisebb rész,
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amely mdr az oszthatatlan, bevezetése. Az atom tehat nem folytonos, hanem diszkrét mennyiség, azt
mondjuk, hogy a vildgunk atomokbdl tevédik 6ssze (Leukippos, Demokritos, eleai Zenon, ie. 500-370).
Tulajdonképen ez az elsé fizikai modelliink.

Aristoteles irdsaiban ezt tovabbfejleszti. A vildgban a - Levegd és a Tliz - kiterjedésnélkiili
oszthatatlanokbdl 3allé continuum, amely rugalmas és ezért abban az impulzusok hulldmként
tovabbitéddnak, mig a vildg tobbi része — a Fold és a Viz — kiterjedt oszthatatlannal biré continuum, vagy
atomos, diszkrét.

A gyonyor( tétel és a magyardzat, amely 6nmagdban is kétségeket tamasztott a dualitdsaival - kiterjedt
és kiterjedésnélkiili continuum, potencidlis és aktudlis végtelen. Azt llitja, hogy, példaul a természetes
szamok, mint egy teljesség potencidlisan végtelen abban az értelemben, hogy badrmely véges
sorozatdhoz taldlhatd nala nagyobb véges sorozat, azonban aktudlisan csak véges szamot tudunk leirni.
Az aktudlis végtelen tehat kétséges.

A kétségeket Euclides, majd Archimedes tovabb fokozta. Az Elemekben axidmaként bevezetésre kertilt
pont és vonal fogalma sordn a végtelen oszthatésag problémaja ismét eldkerdilt. Ha a pont kiterjedés
nélkdli spekuldcié, akkor nem Iétezik olyan mennyiségl pont, amely vonalat alkotna. A végtelenben
tehdt nem érvényesek a véges fogalmak, vagy masként kell értelmezni azokat.

Ezeket a hatdrokat keresi az archimedesi folytonossag, amelynek eredete mar Euclidesnél, az Elemek
V.8-ban megtaldlhatd és igy néz ki: a és b mértékek olyan ardnnyal viszonyulnak egymashoz, hogy a-t
elég sokszor vessziik, akkor az meghaladja b-t, azaz na>b.

Mai szokdsunk szerint ezt igy fogalmaznank:
(Va,b)(Fn e N)[a <b—>na> b]

Archimedes ezt kiterjeszti és pontosabban fogalmazza meg:

Barmilyen nem egyenld vonal, fellilet, test kozil, melyek egymdssal 6sszemérhetdek és a nagyobb
meghaladja a kisebbet [a>b] egy bizonyos mértékkel [b-a], amelyet, ha elég sokszor vesziink [n(b-a)],
akkor az tul néhet barmilyen megadott [c] mértéket [n(b-a)>c].

(Va,b,c)(In e N)[a <b—>nb—a)> c],

tehdt ha elég sokszor vessziik két mérték barmilyen kicsiny kiilénbségét, az meghalad bdrmilyen
tetszbleges nagy — végtelen - mértéket. Pontosan mi kdze van ennek a végtelenhez, azt némi atalakitas
utadn mar vildgosan latjuk:

(Ve>0)3ne N)[ng > 1],

azaz létezik olyan végtelendil kicsiny &€ mérték, amelyet elég sokszor véve nagyobb lesz egynél. Ezt
nevezziik archimedesi folytonossdgnak. A definicié szép és értékes, tokéletesen megfelel intuicidinknak,
hiszen érezziik, akdrmilyen kis mennyiséget elég sokszor véve akdrmilyen nagy mennyiséget is
elérhetiink. De, ha a végtelen kicsit végtelen sokszor vesszik, akkor végtelen nagyhoz jutunk, vagy
akdrcsak egy véges nagysaghoz? Erre bizony nem kapunk valaszt! Tehat az archimedesi folytonossag
legaldbb két problémat nyitva hagy: vajon mikor lesz az ¢ végteleniil kicsi, tovdbbd mi térténik, ha
ne <1, azaz soha sem éri el az egyet?

A kérdések megvalaszoldsdra a kdvetkezd korokban szdmos prébélkozast Iathatunk.

2 K6zépkor

A tétel kielégitette tobb évszazadon at a tudomanyt, legaldbbis a kalkulus teriletét: nagyon jol lehetett
szamolni a nagyon kis és a nagyon nagy - tehdt még véges - szamokkal, amelyek hidnytalanul
megfelelnek ennek a folytonossagnak. Még azt a kérdést sem tették fel — legaldbbis nem tudunk rdla,
hogy mi van akkor, ha ez a sokszorozds mégsem ndne egy f6lé!

A kozépkor legnagyobb tette ezen a teriileten Gjabb és Gjabb ellentmondasok, érthetetlenségek
kimunkaldsara korlatozédott. JOI néztek ki ezek a rejtélyek, titokzatossagok, a korlatlan vallasi
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hatalmassagok szamara. Az dgostoni és a szenttamasi filozdfia egyardnt a fizikai vilag f6lé boltozddd
természetfeletti vildgot hirdeti, amelybe nem lehet gondolkoddssal behatolni, ott a Szenthdromsdg és a
feltdmadds van. A vildgunk tehat a tudomdny szdmdra véges. A korldtokat a teoldgia &rzi, a szabad
akarat eddig terjed. A dogma olyan sulyos volt, hogy széttéréséhez eretnek mozgalmaknak,
valldshaboruknak és a reformdcidnak kellett bekdvetkeznie.

Mint eddig mindig mindennek, ennek is egyszer vége szakadt: Cusa, Kopernikus, Galilei munkassaga
kiszabaditotta a szellemet a bezartsdgbdl, igaz Brunét még megégették az eretnek tanok miatt. A
végtelen témaja is Ujraéledt, igényelték az Gj alkotdsok és az emberi kivancsisag. Nicolaus Cusa a
Doctum Ignoranta cim( milivében az irja, hogy, ha az ember nem képes megérteni az Istenség
végtelenségét a maga raciondlis eszkézeivel, akkor ezen a korldaton kizdrdlag spekuldcid utjan képes
tovdbblépni.

A korra nagyon jellemz6 példanak emlitem a Galilei-féle antinémiat, amelynek ,,megolddsa” ma is
filozéfiai vitatéma. Mindenesetre alaposan rdmutatott az intuitiv gondolkoddsunk hidnyossagara, a
megszokdson, az addigi tapasztalatokon nyugvd okoskodds kivetitésének Uj dolgokra tézis hibdjara.
Szigoru bizonyitdssal aldtdmasztott, konzisztens elmélet sziikséges az ilyen Uj, matematikai problémak
megolddsahoz. Erre késébb még visszatériink. Nézziik el6bb magiat a kérdést és annak szemléletét
Galileinél:

1. A pozitiv egész szamok koz6tt vannak négyzetszamok is. JAI latjuk, hogy a pozitiv egészek tehat
tébben vannak, mint a négyzetszamok, mivel vannak koztiik olyanok is, amelyek nem négyzetszamok.

2. Masrészrél minden négyzetszadm gyoke pozitiv egészszdm, tehat minden négyzetszamhoz tartozik a
gyoke, ami pozitiv egész, ugyanakkor minden pozitiv egészhez tartozik egy négyzetszam, tehdt ezek
éppen ugyanannyian vannak.

Akkor a két dllitas kozil melyik igaz?
1. okoskodas:

Ha a pozitiv egészek barmely véges sorozatat nézziik, mindig ugy taldljuk, hogy koéztik kevesebb
négyzetszam van, tehdt azok kevesebben vannak. A sorozat nagysdgdt barmeddig noveljik ez a
kildnbség mindig fennall, mivel a négyzetszamok egyre tavolabb lesznek, tehat még kevesebben, mig a
tobbiek valtozatlanul egyenletesen ndvekednek. Tehat a sorozatot a végtelenségig ndvelve is a pozitiv
egészek sorozata nagyobb lesz, mint a négyzetek sorozata, amely a kisebb rész.

2. okoskodas:

Ha a pozitiv egészekbdl vett barmely sorozatot négyzetre emeljiik, azt taldljuk, hogy azok mindig éppen
ugyanannyian vannak. Ha a sorozat nagysagat a végtelenségig noveljik ez az egyenl6ség mindig
fennall: minden pozitiv egésznek van négyzete és minden négyzetszamnak pozitiv egész a gyoke.

Kovetkezmény:

A két tétel kozll valamelyik nem igaz, tehat nem tétel, vagy csak bizonyos esetekben igaz. Itt latjuk,
hogy barmilyen véges halmaz esetén mindkettd igaz.

A végtelen esetében a nagyobb, kisebb fogalom értelmét veszti, vagy valami mas értelmet nyer!

Végiilis Galilei ebbdl azt a kdvetkeztetést vonta le, hogy a szokdsos mliveletek — &sszeadds, kivonas,
szorzas, stb. - a végtelen esetében nem érvényesek.

Ma dgy mondjuk, hogy amennyiben egy-az-egyben kdlcsénds megfeleltetés all fenn egy halmaz és
barmely részhalmaza kozott, akkor azok végtelen halmazok, mint a Galilei-féle antinémidban, ahol a
négyzetszamok a természetes szamok részhalmaza. Véges halmazok esetében a részhalmazok, mindig
kisebbek a teljes halmaznal.

Az egy-az-egyben kolcsonds megfelelés tulajdonképen a bijekcid mivelete és mondhatjuk, hogy az
ennek megfeleldek bijektiv halmazok. Tehdt kimondgatunk egy meghatdrozast: azok a halmazok,
amelyeknek [étezik bijektiv részhalmaza végtelenek és amelyeknek nem, azok a halmazok végesek. Ez
igaz, de nem szép meghatdrozasa a végeseknek.

Folytatds a ll. részben.
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